


1 تبدیل نمودار توابع1
2 تابع درجه سوم و چندجمله ای ها

تابع

فصل



تابع را در اختیار داشته  به روش های پیچیده نیست. اگر نمودار یک  نیاز  برای رسم بسیاری از توابع، 
باشیم، می توانیم به کمک برخی از تبدیل ها، نمودار بعضی از توابع دیگر را رسم کنیم.

1
درس

تبدیل نمودار توابع

انتقال های عمودی و افقی

در سال های  قبل  بـا  انتقال های  عمودی  و  افقی آشنا شده اید. به عنوان  مثال  می توانید  نمودار  توابع 
y = (x +2)2 و y = x2   +    3 را به کمک نمودار تابع y = x2 رسم کنید.

 g باشد و تابع y = f   (x  ) یک نقطه از نمودار تابع (x0,   y0) در حالت کلی )مانند مثال بالا، قسمت ب( اگر
به صورت g  (x   ) = f   (x   ) +k تعریف شده باشد، در این صورت

g  (x0) = f   (x0) +k =y0+k

 بنابراین (x0,   y0+k) یک نقطه از نمودار تابع g است، یعنی برای k >0، هر نقطه از نمودار تابع g، دقیقاً
 k واحد بالاتر از نمودار تابع f است.

x

y

-4 -3-5 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

y x= 2

( )y x= + 22

)ب()الف(

x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

y x= +2 3 y x= 2



3 فصل اول : تابع

برای رسم نمودار y = f   (x  ) +k، اگر k >0 باشد، کافی است نمودار تابع f   (x  ) را k واحد در راستای قائم به سمت بالا 
انتقال دهیم و برای k <0 این انتقال به سمت پایین انجام می شود.

به روش مشابه، اگر (x0,   y0) یک نقطه از نمودار تابع y = f   (x  ) باشد و تابع h به صورت h  (x   ) = f   (x +k) تعریف شده باشد، در 
این صورت

h   (x0 -k) = f   (x0 -k +k) = f   (x0) = y0  
بنابراین (x0-k ,   y0) از نمودار h متناظر با نقطه (x0,   y0) از نمودار f است.

برای رسم نمودار y = f   (x +k)، اگر k >0 باشد، کافی است نمودار تابع f   (x  ) را k واحد در جهت افقی به سمت چپ 
انتقال دهیم و برای k <0، این انتقال به اندازه |    k| واحد به سمت راست انجام می شود.

 ( ) sin ( )π= −
2

g x x   مثال: نمودار تابع y = sin x با دامنه [0,2π] رسم شده است. می خواهیم نمودار تابع f   (x  ) = sin x +2 و 
 f   (x  ) را 2 واحد به بالا انتقال دهیم تا y = sin x را به کمک انتقال رسم کنیم. با توجه به توضیحات بالا، کافی است نمودار تابع

π واحد به راست انتقال دهیم، g  (x) رسم می شود. )شکل ب(
2

رسم شود )شکل الف( و اگر آن را 
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1

) را با دامنه [0,9] رسم کنید و برد تابع را مشخص کنید. ) =f x x الف( نمودار تابع 
ب( نمودار توابع k  (x   ) = f   (x -2) و g  (x   ) = f   (x  ) +3 را به کمک انتقال رسم کنید.

ج( دامنه و برد توابع k و g را محاسبه و با دامنه و برد تابع f مقایسه کنید.

g  (x   ) = f   (x) +3k  (x   ) = f   (x -2)=( )f x x

دامنه[0,9]

برد

 cos( )π= +
2

y x 2 در زیر، نمودار توابع y =log x ،y = 2 x و y =cos x رسم شده اند. نمودار توابع y =log (x +2) ،y =2 x -1+2 و 
را به کمک انتقال رسم کنید.

کاردرکلاس 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

3 نمودار تابع f به صورت روبه رو داده شده است. با انتقال های 
افقی و عمودی، نمودار تابع y =f (x +1) -3 را رسم کنید.
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5 فصل اول : تابع

1   در جدول زیر، چند نقطه از نمودارهای توابع y = sin x و y = 3sin x را مشخص کرده و نمودار آنها را رسم کرده ایم. با 
=sin را نیز در دستگاه زیر رسم کنید.

1

2
y x تکمیل این جدول، نمودار تابع 

انبساط و انقباض عمودی

 فعالیت 

2ππ3

2
ππ

2
0x

0-1010y  =sin  x

0-3030y  =3sin  x

...............sin=
1

2
y x

=sin چه تفاوتی با نمودار تابع y = sin x دارند؟
1

2
y x 2  با مقایسه نمودارهای بالا، نمودارهای توابع y = 3sin x و 

در حالت کلی اگر (x0,   y0) یک نقطه از نمودار تابع y = f   (x  ) باشد و تابع g به صورت g  (x   ) = k  f   (x   ) تعریف شده باشد، در این 
g  (x0) = k  f   (x0) = k  y0 صورت 

بنابراین (x0,   k  y0) یک نقطه از نمودار تابع g متناظر با نقطه (x  ,   y0) از نمودار تابع f است.
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 y = k  f   (x  ) باشند به کمک نمودارهای بالا دامنه و برد تابع [c,d    ] و [a,b   ] به ترتیب بازه های y = f   (x  ) 1 اگر دامنه و برد تابع
را تعیین کنید.

y = x رسم کنید.
2 نمودار توابع زیر را به کمک نمودار تابع 2 

y = -x
الف( 2 

y = 2x
ب( 1- 2 

برای رسم نمودار تابع y = k  f   (x  )، کافی است عرض نقاط نمودار تابع y = f   (x  ) را در k ضرب کنیم. در شکل های 
زیر، نمودار تابع y = k  f   (x  ) برای دو حالت k >1 و k <1> 0 رسم شده است.
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                                                                          0< k   <1 )ب

اگر k >1 باشد، نمودار y = k  f   (x  ) از انبساط عمودی نمودار y = f   (x  ) حاصل می شود و اگر k <1> 0 باشد، 
نمودار y = k  f   (x  ) از انقباض عمودی نمودار y = f   (x  ) به دست می آید.

کاردرکلاس 

k   >1 )الف 



7 فصل اول : تابع

3 نمودار تابع y = f   (x  ) در زیر رسم شده است. با انجام مراحل زیر، نمودار تابع y = -f (x -1) +2 را رسم کنید.

انبساط و انقباض افقی

در دستگاه زیر، نمودار تابع y = sin x در فاصله [0,2π] رسم شده است.
1  با تکمیل جدول زیر، نقاطی از نمودار تابع y = sin2 x مشخص می شود. با کمک این نقاط نمودار این تابع را در فاصله 

[π   ,0] رسم کنید.

 فعالیت 

2 با مقایسه نمودارهای توابع y = sin x و y = sin2 x ، چه تفاوتی بین آنها وجود دارد؟
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در حالت کلی اگر (x0,   y0) یک نقطه دلخواه از نمودارتابع y = f   (x  ) باشد و تابع g به صورت g  (x   ) = f   (k  x   ) تعریف شده باشد، 

( ) ( ) ( )= = =0 0
0 0

x x
g f k f x y

k k
در این صورت: 

) یک نقطه از نمودار تابع و متناظر با نقطه (x0,   y0) از نمودار تابع f است. , )0
0

x
y

k
بنابراین نقطه 

1 ضرب کنیم.

k
برای رسم تابع y = f   (k  x  )، کافی است طول نقاط نمودار تابع y = f   (x  ) را در 

در شکل های زیر، نمودارتابع y = f   (k  x  ) برای دو حالت k >1 و k <1> 0 رسم شده است.
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اگر k >1 باشد، نمودار y = f   (k  x  ) از انقباض افقی نمودار y = f   (x  ) در راستای محور x ها به دست می آید و اگر 
k <1> 0 باشد، این نمودار از انبساط افقی نمودار y = f   (x  ) حاصل می شود.
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 y = k  f   (x  ) باشند به کمک نمودارهای بالا دامنه و برد تابع [c,d    ] و [a,b   ] به ترتیب بازه های y = f   (x  ) 1 اگر دامنه و برد تابع
را تعیین کنید.

2 اگر  نمودار  تابع y = f   (x  )  به صورت  زیر  باشد،
-)   y = f را رسم کنید.

2

x
 نمودارتوابع y = f   (3x  ) و (  

کاردرکلاس 
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3 نمودار توابع زیر را به کمک نمودار تابع y = cos x رسم کنید.

  y = cos 2 x -1)الف
)ب   cos( )=2

3
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 مثال:  اگر نمودار تابع    f  به صورت زیر باشد، نمودارتابع 
g  (x   ) = f (2x +1) را به کمک آن رسم می کنیم.

اگر A = (x  0 , y 0) یک نقطه از نمودار تابع f باشد، سپس 

 g تابع  نمودار  روی  آن  متناظر  نقطه   ,x
A y

− ′ =  
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است، زیرا:

( ) ( )
xx

g f f x f x y
 −  −  = + = − + = =         

00
0 0 0

11
2 1 1 1

2 2

به  واحد  یک  را   f نمودار  در  شده  مشخص  نقاط  بنابراین 
سمت چپ منتقل کرده ، سپس طول آنها را بر 2 تقسیم می کنیم 

تا نقاط متناظر از g به دست آیند.
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y= هستند. هر یک از آنها را به نمودارش نظیر کنید. x 1  هر یک از توابع زیر، تبدیل یافته تابع 

)الف  = +2y x      

= )ب   +2y x

= )پ  −2y x

= )ت
2

x
y

= )ث + −2 2y x

= )ج −2y x
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2  نمودار تابع f در شکل زیر رسم شده است. نمودار هر یک از توابع زیر را رسم کنید.

    y = f   (-x  ))الف 

y = 2f   (x  -1) )ب  

y = -f   (x  ) +2 )پ 

y = f   (2x  -1) )ت

y = f   (3-x   ) )ث

3  نمودار تابع f در شکل زیر رسم شده است. نمودار توابع زیر را رسم کنید و آنها را با نمودار f مقایسه کنید.

    y = f   (-x  ))الف 

 y = -f   (x  ) )ب  

 y = -f   (-x  ) )پ 
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تابع  نمودار  انتقال  و  قرینه یابی  از  فقط  مقابل  تابع  نمودار   4
y= به دست آمده است. ضابطه این تابع را بنویسید. x
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فرض کنید n یک عدد صحیح نامنفی و a  n   -1،...،a  2 ،a  1 ،a0 و an اعداد حقیقی باشند که a   n ≠0. تابع 
 f   (x  ) که به صورت زیر تعریف می شود، تابع چند جمله ای از درجه n نامیده می شود.1

f   (x  ) = a   n   x    n + a  n   -1x    
n  -1 +...+a   2   x    

2+a   1   x  +a   0

2
درس

تابع درجه سوم

1ــ  برای f   (x)=0، درجه تعریف نمی شود.

کاردرکلاس 

در زیر چند تابع چند جمله ای نوشته شده اند. درجه هر کدام را مشخص کنید.
 

f    (x   ) = 2x -3             ,     h    (x   ) = x3+x -4     ,     n   (x   ) =2x -x4

 
g    (x   ) = (x -1)2+3     ,     m   (x   ) = 5               ,     p   (x   ) = x2(1-x  )3

تابع ثابت f   (x  ) = c، یک تابع چند جمله ای از درجه صفر و تابع خطی f   (x  ) = m x +b که m ≠0، یک 
تابع چند جمله ای از درجه یک است. به همین ترتیب یک سهمی به معادله f   (x  ) = a x2 +bx +c یک چند 

جمله ای از درجه دو است.

تابع درجه دو                                                  تابع درجه یک                                         تابع درجه صفر
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یکی از توابع چند جمله ای درجه سه، تابع f   (x  ) = x3 است.

1   با تکمیل جدول نقاط زیر، نمودار تابع f   (x  ) = x3 رسم شده است.

 فعالیت 

y   = x3x

(-2)3= -8-2

(-1)3= -1-1

00

11

23= 82

 ،f   (x  ) = x  3 2   به کمک نمودار رسم شده برای تابع
نشان دهید که این تابع وارون پذیر است.

3   نمودار تابع f      -1 را رسم کنید و ضابطه f      -1 را تعیین 
کنید.

کاردرکلاس 

1 نمودار هر یک از توابع را به کمک نمودار تابع y    = x  3 رسم کنید.

y = (x  +1)3 )الف

 y = -  x )ب
3

 +1

 y = x )پ
2 -3x  3+3x

 

 y = x و y    = x  3 را در فاصله [0,2] رسم کنید.
2 ،y = x 2 نمودار هر یک از توابع

در فاصله [0,1]، نمودار کدام تابع از همه پایین تر و نمودار کدام تابع از همه بالاتر است؟ در فاصله [0,2] چطور؟
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تنفس هوای پاک در شهرهای صنعتی یکی از آرزوهای ساکنین این شهرهاست. بر اساس شاخص کیفیت هوا )AQI(، کیفیت 
نا سالم و خطرناک می باشد.  نا سالم، بسیار  نا سالم برای گروه های حساس،  هوای یک منطقه یکی از وضعیت های پاک، سالم، 

نمودار زیر، میانگین شاخص کیفیت هوا در 15 روز پایانی دی ماه سال 1395 در شهر تهران را نشان می دهد.

توابع صعودی و نزولی

 فعالیت 

الف( در چه روزهایی شاخص کیفیت هوا در بالاترین و پایین ترین مقدار بوده است؟
ب( شاخص کیفیت هوا در چه فاصله زمانی رو به افزایش بوده است؟
پ( شاخص کیفیت هوا در چه فاصله زمانی رو به کاهش بوده است؟

ت( این شاخص در چه فاصله زمانی ثابت بوده است؟

دامنه تابع f که در شکل مقابل دیده می شود، بازه [8   ,1] است. در بازه [1,3]، 
همزمان با افزایش x، نمودار تابع رو به بالا می رود. به همین خاطر به تابع f در بازه 

[1,3] صعودی می گوییم. در بازه [3,4] مقدار تابع ثابت است.
در ادامه و در بازه [  8  ,4]، همزمان با افزایش x، نمودار تابع رو به پایین می رود و 

به همین منظور به تابع f در بازه [  8  ,4] نزولی اطلاق می شود.
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  تابع f را در یک بازه، اکیداً صعودی می گوییم، اگر برای هر دو مقدار a و b در 
این بازه که a <   b، آنگاه f   (a  ) <   f   (b  ). در فاصله ای که یک تابع اکیداً صعودی است، 
با حرکت روی نمودار )از چپ به راست(، همواره رو به بالا خواهیم رفت. )شکل الف(

 تابع f را در یک بازه، اکیداً نزولی می گوییم، اگر برای هر دو مقدار a و b در 
این بازه که a <   b، آنگاه f   (a  ) >   f   (b  ). در فاصله ای که یک تابع اکیداً نزولی است، با 

حرکت روی نمودار )از چپ به راست(، همواره رو به پایین خواهیم رفت. )شکل ب(

 f   (x  ) ،در این بازه x را در یک بازه، ثابت می گوییم، اگر برای تمام مقادیر f تابع 
یک مقدار ثابت باشد.

به تابعی که در یک بازه، اکیداً صعودی و یا اکیداً نزولی باشد، اکیداً یکنوا می گوییم.
 f در شکل مقابل رسم شده است. در فاصله [1-,∞  -) تابع f مثال: نمودار تابع 
ثابت است. همچنین در فاصله [1,0-] تابع اکیداً نزولی و در فاصله (∞ +,0] تابع اکیداً 

صعودی است.

توابع اکیداً یکنوا

-1 0
x

y

0
x

y

0
x

y

الف( تابع صعودی

ب( تابع نزولی
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تابع f را در یک بازه، صعودی می گوییم، اگر برای هر دو مقدار a و b در این بازه که a <   b، آنگاه f   (a  ) ≤   f   (b  ). در فاصله ای 
که یک تابع صعودی است، با حرکت روی نمودار )از چپ به راست(، رو به پایین نخواهیم رفت. نمودارهای زیر همگی مربوط به 

توابع صعودی اند.

تابع یکنوا

تابع f را در یک بازه، نزولی می گوییم، اگر برای هر دو مقدار a و b در این بازه که a <   b، آنگاه f   (a  ) ≥   f   (b  ). در فاصله ای 
که یک تابع نزولی است، با حرکت روی نمودار )از چپ به راست(، رو به بالا نخواهیم رفت. نمودارهای زیر همگی مربوط به توابع 

نزولی اند.
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y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

نمودار توابع زیر را رسم کنید.

f    (x   ) = x2 +2x             ,     g    (x   ) = 2- x      ,     h   (x   ) = |x +2|  

الف( در چه بازه هایی این توابع، اکیداً صعودی و در چه بازه هایی اکیداً نزولی هستند؟
ب( کدام یک از آنها در تمام دامنه خود، اکیداً یکنوا است؟

کاردرکلاس 
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کاردرکلاس 

) را رسم کنید. در چه فاصله هایی این تابع صعودی و در چه فاصله هایی نزولی است. )
 ≥ −= 

< −

2 1

2 1

x x
f x

x
1  نمودار تابع 

2  الف( اگر تابع f در یک فاصله اکیداً صعودی باشد، آیا صعودی نیز هست؟
ب( اگر تابع f در یک فاصله صعودی باشد، آیا اکیداً صعودی نیز خواهد بود؟

 3
.a ≤   b نشان دهید که f   (a  ) ≤   f    (b  ) متعلق به این فاصله باشند. اگر b و a در یک فاصله اکیداً صعودی باشد و f الف( فرض کنید تابع 

ب( اگر log(x +1) ≤ log(2x -3)، حدود x را به دست آورید.

بخش پذیری و تقسیم

با تقسیم چند جمله ای ها بر یکدیگر آشنا هستید. توابع چند جمله ای f   (x  ) = x3 -3x2+1 و p   (x  ) = x2 -2 را درنظر می گیریم.
.r   (x  ) = 2x -5 و q   (x  ) = x -3 باشند. نشان دهید که p   (x  ) بر f   (x  ) به ترتیب خارج قسمت و باقیمانده تقسیم r   (x  ) و q   (x  ) الف( اگر

ب( درستی تساوی f   (x  ) = p   (x  ) q   (x  ) + r   (x  ) را بررسی کنید.

 فعالیت 

قضیه تقسیم برای چند جمله ای ها
اگر f   (x  ) و p   (x  ) توابع چند جمله ای باشند و درجه p   (x  ) از صفر بزرگ تر باشد، آنگاه توابع چند جمله ای منحصر 

بفرد q   (x  ) و r   (x  ) وجود دارند به طوری که: 
f   (x  ) = p   (x  ) q   (x  ) + r   (x  )

که در آن درجه r   (x  ) از درجه p   (x  ) کمتر است.

)اگر r   (x  ) = 0 باشد، تابع f بر تابع p بخش پذیر است.(
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 فعالیت 

در یک تقسیم، f   (x  ) = x3 +2 و p   (x  ) = 2x -1 به ترتیب مقسوم و مقسوم علیه هستند.
الف( اگر r   (x  ) باقی مانده تقسیم باشد، نشان دهید که درجه باقیمانده صفر است.

ب( اگر r   (x  ) باقی مانده و q   (x  ) خارج قسمت این تقسیم باشد، با توجه به قضیه تقسیم، می توان نوشت:

f   (x  ) = (2x -1) q   (x  ) + r   (x  )  

. ( ) ( )=
1

2
r x f اکنون ریشه چند جمله ای p   (x  ) = 2x -1 را به دست آورده و با قرار دادن آن در رابطه بالا نشان دهید که 

. ( ) ( )−
=

b
r x f

a
قضیه: باقی مانده تقسیم چند جمله ای f   (x  ) بر a  x + b عبارت است از 

1  باقی مانده تقسیم چند جمله ای x3 +x -2 را بر 2x +1 به دست آورید.

2   اگر چند جمله ای x2 +ax -2 بر x -a بخش پذیر باشد، مقدار a را تعیین کنید.

کاردرکلاس 

اگر f   (x  ) = x4 -16 و p   (x  ) = x +2، نشان دهید که f     (x  ) بر p   (x  ) بخش پذیر است.

کاردرکلاس 
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 فعالیت 

با اتحادهای زیر از سال های قبل، آشنا هستید.
x2 -a2 = (x   -a) (x   +a)             و                 (x3   -a3) = (x   -a) (x2   +a  x + a2)  

1 از تقسیم x4 -a4 بر x   -a نشان دهید که:
x4 -a4= (x   -a) (x3   +ax2 + a2x + a3)  

n∈) بر x   -a بخش پذیر است؟ ) x  n -a  n 2  آیا

3  از تقسیم x  n -a  n بر x   -a نشان دهید که x  n -a  n به صورت زیر تجزیه می شود.

x  n -a  n = (x   -a)(x    n  -1 +ax  n  -2 +a   2   x    n  -3+...+an  -2x   +a   n  -1)

4  چند جمله ای های x    5 -1 و x    6 -64 را به کمک اتحاد بالا تجزیه کنید.

1   در اتحاد بالا، اگر n فرد باشد، با تغییر a به a- اتحاد زیر را نتیجه بگیرید.

x  n +a  n = (x   +a)(x    n  -1 -ax  n  -2 +a   2   x    n  -3-...-an  -2x   +a   n  -1)  

به کمک این اتحاد، چند جمله ای x    5 +1 را تجزیه کنید.

2  در فعالیت بالا، اگر n زوج باشد، با تغییر a به a- اتحاد زیر را نتیجه بگیرید.

x  n -a  n = (x   +a)(x    n  -1 -ax  n  -2 +a   2   x    n  -3-...+an  -2x   -a   n  -1)  

به کمک این اتحاد، چند جمله ای x    4  -16 را بر حسب x +2 تجزیه کنید.

کاردرکلاس 
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 تمرین 

1  تابع f   (x  ) = (x   -2)3 +1 را درنظر بگیرید.

 y = x رسم کنید.
الف( نمودار تابع f را به کمک نمودار تابع 3

ب( نشان دهید که f وارون پذیر است و نمودار f        -1 را رسم کنید.
پ( ضابطه f        -1 را به دست آورید.

2 نمودار توابع f و g در زیر رسم شده اند.

الف( تابع f در چه فاصله هایی اکیداً صعودی و در چه فاصله هایی صعودی است؟
ب( تابع g در چه فاصله هایی اکیداً نزولی و در چه فاصله هایی نزولی است؟

3  نمودار هر یک از توابع زیر را رسم کنید. کدام یک از آنها در تمام دامنه خود، اکیداً یکنواست؟

) )الف )f x x= −2

) )ب )g x
x

=
+
1

2

) )ج ) logh x x= 2

4  آیا تابعی وجود دارد که در یک فاصله، صعودی و هم نزولی باشد؟

-2 20
x

y

-3 20
x

y

( )y f x=
( )y g x=
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5  اگر توابع f و g در یک فاصله اکیداً صعودی باشند، نشان دهید که تابع f + g نیز در این فاصله اکیداً صعودی است؟ برای 
تابع f - g چه می توان گفت؟

6  اگر باقی مانده تقسیم چند جمله ای x3 + kx2 +2 بر x -2 برابر با 6 باشد، k را تعیین کنید.

7  مقادیر a و b را طوری تعیین کنید که چند جمله ای x3 + ax2 + bx +1 بر x -2 و x +1 بخش پذیر باشد.

8  هر یک از چند جمله ای های زیر را بر حسب عبارت خواسته شده تجزیه کنید.

x -1 برحسب x  6 -1 )الف
x +1 بر حسب x  6 -1 )ب

x +2 برحسب x  5 +32 )پ

.a ≥   b نشان دهید که f   (a  ) ≤   f   (b  ) متعلق به این بازه باشند. اگر b و a در یک بازه اکیداً نزولی باشد و f 9  الف( فرض کنید تابع

، حدود x را به دست آورید. ( ) x − ≤3 21 1

2 64
ب( اگر 



1 تناوب و تابع تانژانت

فصل
2

مثلثات



 cos x را در سال گذشته دیدیم )یادآور می شویم که رابطه مشابهی برای sin(2k   π ± x) = sinx درستی رابطه
 2π بر بازه های به طول y   = sin x نیز برقرار است(. همچنین مشاهده شد که این رابطه باعث تکرار شدن تابع
 y   = sin x بررسی می کنیم. ابتدا تابع y   = cos ax و y   = sinax  باشد. اکنون این خاصیت را برای توابع مثلثاتی

را دقیق تر بررسی می کنیم.
در سال گذشته آموختیم که توابع مثلثاتی خاصیت تکرار شونده دارند. در این درس می خواهیم به این خاصیت 
با دقت بیشتری بپردازیم و تأثیر این خاصیت را بر رفتار توابع مثلثاتی بررسی کنیم. برای این منظور ابتدا تابع 

y  =sin (x) را بررسی می کنیم.

1
درس

تناوب و تابع تانژانت



3 مثلثات

 فعالیت 
1   نمودار تابع y  =sin (x) در زیر داده شده است. 

نمودار فوق را با مقادیر مختلف به سمت راست یا چپ انتقال داده ایم و نمودارهای زیر به دست آمده اند. 

sin( )= + πy x 2  

sin( )= + πy x 4
 

sin( )π= +y x
2  

sin( )π= +y x
3  

sin( )= − πy x 2  

sin( )= − πy x
 

sin( )π= −y x
4

 

الف( از روی شکل بررسی کنید کدام یک از نمودارهای فوق با نمودار تابع y  =sin (x) منطبق می شود؟ 

ب( نمودارهایی که بر نمودار تابع y  =sin (x) منطبق می شوند با چه مقادیری انتقال داده شده اند؟ کوچک ترین آنها از نظر قدرمطلق 
چند است؟
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2  همانند سؤال قبل تابع y  =cos (2x) همراه با چند انتقال آن در زیر داده شده اند. بررسی کنید که کوچک ترین مقدار انتقال از 
نظر قدرمطلق چند باشد تا نمودار بر خودش منطبق شود.

cos ( )=y x2  

cos ( )= + πy x2 2  

cos ( )= + πy x2 3  

cos ( )= + πy x2 4  

cos ( )π= +y x2
2  

cos ( )π= +y x2
3  

cos ( )= − πy x2 2
 

cos ( )= − πy x2  

cos ( )π= −y x2
4  

3  تابع y  =sin (3x) را همراه با چند انتقال آن همانند سؤالات قبل رسم کنید. سپس بررسی کنید که کوچک ترین مقدار انتقال از 
نظر قدرمطلق چند باشد تا نمودار بر خودش منطبق شود.
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5 مثلثات

1  دوره تناوب هر یک ازتوابع زیر را به دست آورید.

( ) cosg x x= 2 الف( f   (x)  =  sin4x                                                                   ب( 

s  (x)  =  sin πx )ت                                                                  ( ) sin x
h x =

2
پ( 

  m(x) = sin3x  ، ( ) sin x
f x =

2
توابع  نمودار  k می باشند.  ∈ که   x =k π به صورت   y   = sinx تابع  ریشه های  2  می دانیم 

) در زیر آمده است. با توجه به ریشه های این توابع، در مورد ریشه های y   = sinax چه حدسی  ) sinn x = −  g   (x) = sin2x،و 
می زنید؟

3  با توجه به دوره تناوب تابع y   = sinax در مورد مکان نقاط ماکزیمم این تابع چه حدسی می زنید؟ ) از نمودارهای  سؤال 2 کمک 
بگیرید(.
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کاردرکلاس 
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π 2π 3π

-2

-1

0

1

2

3

p

( ) sin( )g x x= 2

( ) sin( )f x x=

x

y

( ) sin( )h x x=
1
2

از کار در کلاس صفحه قبل می توان دریافت که ضرب یک تابع متناوب در یک عدد و نیز انتقال آن در دوره تناوب تأثیری ندارد 
اما در برد آن مؤثر است.

به طور کلی توابع مثلثاتی به صورت y  =asin(bx    +  c)+d و y    = acos(bx + c) + d که در آنها 
 هستند. 

| |
T

b
π= 2 a ،b ،c ،d اعداد حقیقی )a,b  ≠0( می باشند، توابعی متناوب با دوره تناوب 

توابع متناوب1 برای مدل سازی پدیده هایی که تکرار می شوند به کار می روند. برای مدل سازی چنین پدیده هایی کافی است داده های 
یک دوره تناوب آن را داشت و آن گاه می توان آن پدیده را برای زمان های آتی پیش بینی کرد. معمولًا برای اطمینان از درستی یک 

مدل مثلثاتی داده های دو یا چند دوره تناوب یک پدیده را به دست می آورند. در ادامه چند مثال در این رابطه آمده است.

 مثال 1: داده های دمای یک شهر در ماه های مختلف برای دو سال پیاپی )24 ماه( به صورت زیر ثبت شده اند )فروردین را با 
شماره 1، اردیبهشت را با شماره 2 و ... نمایش داده ایم(. نمودار این داده ها به صورت زوج مرتب نیز رسم شده است.

داده های سال اول

ماه 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

دما 12/4 18 25/1 28 26/5 23/8 17 9/1 6/1 4/3 5/2 9/2

1ــ در این کتاب تنها به تناوب توابع مثلثاتی که به صورت گفته شده در کادر فوق می باشند می پردازیم.

شکل  در   ( ) sinh x x= 1

2
و   g  (x) = 2sin x ،f   (x)  = sin x توابع   4

با انتقال  روبه رو رسم شده اند. آیا دوره تناوب این توابع متفاوت هستند؟ 
تغییر  آنها  تناوب  دوره  آیا  عمودی  و  افقی  محورهای  روی  بر  توابع  این 

می کند؟
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داده های سال دوم

ماه 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

دما 11/8 17/5 25/1 28 26/8 24 17 9/1 5/9 4/3 5/1 9/3

 
با کمی دقت متوجه می شویم که دوره تناوب داده های بالا T =12 است زیرا که داده ها هر 12 ماه یک بار تکرار شده اند. با اندکی 
) را  ) / sin( ) /T t t

π= +11 85 16 15
6

محاسبات می توان تابعی مثلثاتی که تقریباً متناسب با داده های فوق است ارائه داد. تابع 
که در آن t شماره ماه می باشد داده ها را به خوبی تقریب می زند. این تابع در زیر رسم شده است. اکنون از این تابع می توان برای 

پیش بینی دمای ماه های آتی استفاده نمود.
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برای به دست آوردن این تابع تقریبی ابتدا با توجه به اینکه داده ها شبیه به یک موج سینوسی هستند حالت کلی یک موج سینوسی 
به صورت T  (t ) =a  sin(bt)+c در نظر می گیریم و با توجه به داده ها مقادیر مجهول a ،b ،c  به صورت زیر می یابیم. با توجه به اینکه 

دوره تناوب داده ها 12 است پس داریم:

b
b
π π= → =2

12
6  

برای به  دست آوردن a که معمولًا به آن دامنه موج گفته می شود از دامنه تغییرات داده ها استفاده می شود، یعنی کافی است تفاضل 
بیشترین و کمترین داده ها را بر 2 تقسیم کنیم. پس خواهیم داشت:

/ /a
−= =28 4 3

11 85
2

 

برای به دست آوردن مقدار c کافی است میانگین بیشترین و کمترین مقدار را بیابیم، یعنی داریم:
/ /c

+= =28 4 3
16 15

2
 

 مثال 2: مجموعه ای از داده های مربوط به دمای هوای یک شهر داده شده اند. اگر داده های این شهر هر 12 ماه یک بار 
تکرار شده باشند و بیشترین و کمترین دما در داده ها به ترتیب 28 و 15 درجه سانتی گراد باشند، آنگاه با فرض اینکه تابعی کسینوسی 

به صورت  y  =a cos(bx) + c برای داده مناسب به نظر می رسد، این تابع را بیابید.

b
b
π π= → =2

12
6

 
 

/a
−= =28 15

6 5
2

 
 

/c
+= =28 15

21 5
2
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محورهای  نیز  و   α زاویه  روبه رو  مثلثاتی  دایره  در 
اگر  اکنون  و کسینوس ها مشخص شده اند.  سینوس ها 
خط x =  1 را که بر دایره مثلثاتی مماس بوده رسم کنیم تا 
امتداد OB را در نقطه A قطع کند آن گاه اندازه پاره خط 
′AA برابر تانژانت زاویه α می باشد زیرا که طبق قضیه 

تالس داریم:

tanOB BB BB
AA .

OA AA OB

′ ′ ′′= → = = α
′ ′ ′

 

O

( )sin α

( )cos αA

A

′B ′

B

a

O

( )sin α

( )cos α

tanα = −1

°α = 45

1

-1

-2

2

0
O

( )sin α

( )cos α

tanα = −0/58
°α = 30

1

-1

-2

2

0

O

( )sin α

( )cos α

tanα =0/58
°α = 30

1

-1

-2

2

0

tanα =0/27°α = 15

O

( )sin α

( )cos α

1

-1

-2

2

1

-1

-2

2

1

-1

-2

2

0

tanα =1/73

°α = 60

O

( )sin α

( )cos α0

tanα =2/41

°α = 67/5

O

( )sin α

( )cos α
0

تابع تانژانت

از این رو محور عمودی مماس بر دایره را محور تانژانت می نامند. در دایره های مثلثاتی زیر از چپ به راست زاویه α در حال 
افزایش است و تانژانت آن نیز بر روی محور تانژانت مشخص شده است. به نظر شما وقتی که زاویه α به زاویه 90ᵒ نزدیک می شود 

مقدار تانژانت آن چگونه تغییر می کند؟
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π < α < π3
2

2

ππ < α < 3

2

π < α < π
2

π< α <0
2

صعودی...........................................

لف
ا

2ππ11

6

π7

4

π5

3

π4

3

π5

4

π7

6

π5

6

π3

4

π2

3

π
3

π
4

π
6

ب0

0/580

پ

1  در ردیف الف ازجدول زیر صعودی و نزولی بودن tan α را با توجه به محور تانژانت در هر بازه تعیین نمایید.

.) / , /3
0 58 3 1 7

2
  2 در ردیف ب از جدول زیر مقدار tan α را به ازای مقادیر داده شده از α به دست آورید ) 

3  در ردیف پ نمودار تابع y   =  tan α را با استفاده از نقاط کمکی ردیف ب و نیز تغییرات به دست آمده در ردیف الف تکمیل کنید.

α α α

α

π 2π

-3

-2

-1

0

1

2

3

x

y

در فعالیت زیر تغییرات تابع y   =  tan α را از x  =0 تا x     =2π به کمک محور تانژانت و نیز جدول مقادیر تانژانت که از سال های قبل 
فراگرفته اید بررسی می کنیم و نمودار تابع تانژانت را به دست می آوریم.

π3

2
ππ

2α

 فعالیت 
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بازه  در  آن  نمودار  و  می شود  تعریف   k
x

π′ =
2

مقادیر  برای   y   =tanα مثلثاتی  تابع  شد  بررسی  قبل  فعالیت  در  که  همان طور 
به موازات محورyها )محور سینوس( است،  بر دایره مثلثاتی را که  به صورت زیر است. همچنین محور مماس   [ , ]π π− 3 9

2 4
محور تانژانت می نامند چرا که محل تقاطع ضلع پایانی زاویه α با آن محور بیانگر tanα است. در زیر ارتباط این محور با تابع 

تانژانت نیز مشخص شده است.

1  آیا تابع y   =tan x در بازه ]0,2π[ یکنواست؟

2 با توجه به روابط مثلثاتی سال گذشته نمودار تابع y   = tan x را به بازه های بزرگ تر از π و کوچک تر از π  - گسترش دهید. آیا 
تابع y   =tan x متناوب است؟ اگر بلی دوره تناوب آن را به دست آورید.

3  با توجه به نمودار تابع y   = tanx دامنه و برد این تابع را بیابید.

--5π /2 -9π /4 -2π -7π /4 -3π /2 -5π /4 π -3π /4 -π /2 -π  /4 0 π /4 π  /2 3π  /4 π 5π /4 3π /2 7π /4 2π 9π /4 5π /2

-2

-1

1

2

α

2/05

کاردرکلاس 
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-4π -3π -2π -π 0 π 2π 3π 4π

-11
-10
-9
-8
-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

0
-1

1
2
3

-4π -3π -2π -π 0 π 2π 3π 4π

-4π -3π -2π -π ππ 2π 3π 4π

-4π -3π -2π -π π 2π 3π 4π -1

1
2
3

0

-2
-1

1
2
3
4

-2π -π 0 π 2π

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

0

-1

1

2π-π-2π

1  دوره تناوب هر یک از توابع زیر را به دست آورید.

           cosy x
π= −3
2

ب(    y     =1+2sin7x )الف

 tany x= −π + 2 3 ت(   
 

sin ( )y x= −π −1
2

2
پ( 

2  هر یک از توابع داده شده را با نمودارهای زیر نظیر کنید.

        y     =1-cos2x )پ       cosy x= − 1
2

2
الف( y     =sinπx        ب( 

tany x= 1

2
ج(   y     =sin2x )ث        tany x= − 1

2
2

ت( 

 تمرین 



2
درس

معادلات مثلثاتی

تابع مثلثاتی y  =  sin x را که نمودار آن در زیر رسم شده است را در نظر بگیرید.

-5π -4π -3π -2π π 0 π 2π 3π 4π 5π
-1

1

همان طور که در نمودار پیداست، ریشه های این تابع جواب های معادله مثلثاتی sin x   =0 می باشد. به عبارت 
دیگر جواب های این معادله که به صورت:

x   =…, -3π, -2π, -  π,0,π,2π,3π,…

به  می توان  را  این جواب ها  است.   y  =sinx تابع  و  محورxها(  )یعنی   y  =0 ثابت تابع  تقاطع  محل  می باشند 
داد. نمایش  است  عدد صحیح  یک   k x   =k πکه  کلی  صورت 

به طور مشابه جواب های معادله sin x  =1 مقادیری از x هستند که سینوس آنها برابر 1 می شود. این مقادیر 
محل تقاطعy  =1 و y  =sinx می باشند که در نمودار زیر رسم شده اند.

جواب های معادله فوق به صورت 

, , , , , ,x
π π π π

= − π − π + π4 2 0 2
2 2 2 2

 

x که k یک عدد صحیح است قابل نمایش هستند. k2
2
π

= + π می باشند که به صورت کلی 

-5π -4π -3π -2π π 0 π 2π 3π 4π 5π
-1

1
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sinx را در نظر بگیرید. انجام مراحل زیر به شما کمک می کند تا جواب های این معادله را بیابید.
1
2

= اکنون معادله 

 فعالیت 

1 است را حدس 
2

1  با آزمون و خطا و یادآوری نسبت های مثلثاتی زوایایی که قبلاً فراگرفته اید چند زاویه که سینوس آنها برابر 
sinx درستی حدس خود را بررسی کنید.

1
2

= بزنید و با جایگذاری در معادله 

y و نمودار y =sin x را در زیر رسم کرده ایم. مقادیری که حدس زده اید را روی نمودار پیدا کنید. این مقادیر متناظر  1
2

= 2  خط 
با چه نقاطی از شکل زیر می باشند؟

-5π -4π -3π -2π π 0 π 2π 3π 4π 5π
-1

1

− +π
π

2
6

+π
π

2
6

+π
π

4
6

−π
π

5
6

−π
π

3
6

π
−π −

6
π
6

π
π −

6

sinx جایگذاری کنید. 
1
2

= y و y  =sin x را که در شکل فوق مشخص شده اند، در معادله  1
2

= 3  طول نقاط تقاطع دو نمودار 
آیا در معادله صدق می کنند؟ چه نتیجه ای می گیرید؟

1 است رسم شده اند. کدام دسته از زوایای 
2

 که سینوس آنها برابر 
6
π

π −  و 
6
π y و زوایای  =

1
2

3     در دایره مثلثاتی زیر خط 
هستند؟ آنها را در جاهای خالی 

6
π

π −  و کدام دسته هم انتها با زاویه 
6
π مشخص شده بر روی نمودار سؤال قبل هم انتها با زاویه 

زیر مرتب کنید. آیا می توانید دو دسته زیر را از دو طرف ادامه دهید؟

6
π π, , ...... , ...... :هم انتها با  π

− π +2
6 6

 , ...... , π
π +2

6
 , ......

6
π

π − π , ...... , ...... :هم انتها با 
−π −

6
 , ...... , π

π −3
6

 , ......
y =

1
2

ππ −
6 π

6
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y a=

si
n

a
α
=

π − α
αsi

n(
)

si
n

a
π
−
α

=
α
=

 α sinx   =a زاویه ای چون  که   -1≤  a  ≤1 برای عدد حقیقی همواره 
 sin x  = a معادله  بنابراین   .sin α=a داریم  آن  برای  که  دارد  وجود 
یافتن  برای  اکنون  می شود.  بازنویسی   sin x   =  sin α به صورت 
را   α و   x کمان های  بین  رابطه  باید   sin x   =sin α معادله  جواب های 

بیابیم. 
با توجه به دایره مثلثاتی روبه رو رابطه بین کمان معلوم α و کمان های 
مجهول x به طوری که sinx    = sin α در دوران های مختلف به صورت 

زیر است:
sinx   =  sinα ⇒ x   =2k  π+α      x    =  (2k  +1) π -α     

کاردرکلاس 

1  معادلات زیر را حل کنید.
2sinx   -1=0 )الف

sinx4 8 0+ = ب( 

y در زیر رسم شده اند. مشابه فعالیت قبل به سؤالات زیر پاسخ دهید تا جواب های معادله  3
2

= 2  نمودار تابع y  =cos x و خط 

cost را بیابید. 3
2

=

.k  ∈ جواب های کلی معادله sinx   =sinα به صورت x   =2k  π  +  α و x   =(2k  +1)π-  α می باشد که 

-5π -4π -3π -2π π 0 π 2π 3π 4π 5π
-1

1
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cost را با توجه به نقاط تقاطع دو  3
2

= الف( برخی از جواب های معادله 
نمودار پیدا کنید.

x با دایره  3
2

= ب( با استفاده از دایره مثلثاتی روبه رو و محل تقاطع خط 
مثلثاتی جواب های معادله فوق را به دست آورید.

برای هر عدد حقیقی a  ≤1≥1- معادله cosx   =a برقرار است زاویه ای چون 
α وجود دارد که cos  α   = a. بنابراین برای حل معادله فوق کافی است ابتدا 
آن را به صورت cos x   =cos α نوشته و سپس رابطه بین کمان های x و α را 

با توجه به دایره مثلثاتی روبه رو به صورت زیر به دست آوریم.
cos x    =  cos α ⇒ x    =  2k  π + α    ,    x     =  2k  π - α  

cos
π
=

3

6 2

π
6
π−
6

x
=

3 2

cos( )
π

− =
3

6 2

cos( ) a−α =

−α
α

cos aα =

x
a

=

.k  ∈ جواب های کلی معادله cosx   =cosα به صورت x   =2k  π  ±  α می باشند که 

] می باشند؟ ],3− π π cosx را به دست آورید. کدام جواب ها در بازه  1
2

= −  مثال: جواب های معادله 

cos می باشد. بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند. cosx
3
π

= cos پس معادله به صورت  1
3
π
= − می دانیم 

,x k k2
3



π
= π ±      ∈    
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اکنون با جایگذاری مقادیر صحیح به جای k در عبارت فوق داریم:

xk

[ ],3
3
π

− ∈ − π πx
π π

= × ×π+ =2 0
3 3

k   = 0
[ ],3

3
π

− ∈ − π πx 2 0
3 3
π π

= × × π − = −

[ ],2 3
3
π

π + ∉ − π πx 2 1 2
3 3
π π

= × × π + = π +

k    = 1
[ ],2 3

3
π

π − ∉ − π πx 2 1 2
3 3
π π

= × × π − = π −

[ ],2 3
3
π

− π + ∈ − π πx 2 1 2
3 3
π π

= × − × π + = − π +

k  = −
[ ],2 3

3
π

− π − ∈ − π πx 2 1 2
3 3
π π

= × − × π − = − π −

[ ],4 3
3
π

π + ∉ − π πx 2 2 4
3 3
π π

= × × π + = π +

k   = 2

1

[ ],4 3
3
π

π − ∉ − π πx 2 2 4
3 3
π π

= × × π − = π −

[ ],4 3
3
π

− π + ∉ − π πx 2 2 4
3 3
π π

= × − × π + = − π +

k   = 
[ ],4 3

3
π

− π − ∉ − π πx 2 2 4
3 3
π π

= × − × π + = − π −

2−

می توان نشان داد که جواب هایی از معادله فوق که به ازای مقادیر دیگری از k تولید می شوند خارج بازه داده شده می باشند. بنابراین 

, از معادله فوق در بازه داده شده می باشند.  , ,x
π π π π

= − π − − π + −2 2
3 3 3 3

نتیجه می شود که جواب های 

 مثال: معادله sin2x   =  sin3x   را حل کنید.
می دانیم که جواب های این معادله به شکل زیر هستند:

( )

x k x x k

k
x k x x

= π + ⇒ =

 +

= π + π − ⇒ = π

2 2 3 2

2 1
2 2 1 3

5

عضویت در بازه
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sin را حل کنید. x − =2 3 2  مثال: معادله 0
sin x2 3 2 0− =  
sin x2 3 2=  

sin x
2

3
2

=  

sin sin
( )( )

k
x k x

x
k

x k x

2
3 2

4 3 123
4 2 1

3 2 1
4 3 12

π π π = π + ⇒ = +π
= ⇒  π + π = + π − ⇒ = π −



 

 مثال: یک بازیکن هندبال توپ را با سرعت 
k m/h 12برای هم تیمی خود که در 20 متری 
او قرار گرفته پرتاب می کند )به شکل نگاه کنید(. 
اگر رابطه بین سرعت توپ v )بر حسب کیلومتر 
بر ساعت(، مسافت طی شده افقی d )بر حسب 
متر( و زاویه پرتاب θ به صورت زیر باشد، آنگاه 

زاویه پرتاب توپ چقدر بوده است؟

sinv
d

2

2
32

= θ

sin را به دست آورید. cosx x
3

4
=  مثال: جواب های معادله 

sin cosx x = =
3 3

2 2
4 2

 

sin x
3

2
2

=  

sin sin
( )( )

x k x k
x

k
x k x

2 2
3 62

3 2 1
2 2 1

3 2 6

π π = π + ⇒ = π +π
= ⇒  π + π = + π − ⇒ = −
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 مثال: معادله sinx   +  cosx   =1 را در بازه x    ≤2π  ≥0 حل کنید.
sinx   +  cosx   =1
sinx   =1-  cosx   
sin2x   =(1-  cosx  )2 .طرفین را به توان 2 می رسانیم
sin2x   =1-2  cosx    +  cos2x sin2=1-cos2x استفاده از رابطه
1-cos2x   =1-2  cosx    +  cos2x

2  cos2x     -2  cosx    =0
2  cosx    (cosx    -1)=0 ⇒ 2  cosx    =0 یا cosx    -1=0

اکنون جواب های معادله های به دست آمده را در بازه x    ≤2π  ≥0 می یابیم:

cos ,x x
π π

= ⇒ =    
3

2 0
2 2

cosx    -1=0 ⇒ x    =0

از آنجا که در گام سوم از به توان رساندن استفاده کرده ایم باید جواب های به دست آمده فوق را در معادله گذاشته و درستی آنها را 
x جواب معادله داده شده نیست و بنابراین غیرقابل قبول است اما  π

=
3

2
تحقیق کنیم )چرا؟(. پس از بررسی معلوم می شود که 

x, مقادیر به دست آمده جواب معادله در بازه داده شده هستند.
π

=  0
2

 مثال: معادله cos(2cosx  - 9) = 5 را حل کنید.
 ابتدا این معادله را به صورت 2cos2x   - 9cosx   - 5 = 0می نویسیم. با تغییر متغیر t   =  cosx می توان معادله فوق را به معادله درجه دوم

و t   =  5 به دست می آیند. بنابراین جواب های معادله مثلثاتی 
 
t = −

1
2

2t2 - 9t    -  5 = 0 نوشت. جواب های این معادله به صورت 

cosx به دست می آیند. از آنجا که cosx    =  5 جواب ندارد )چرا؟( فقط جواب های  1
2

= بالا از حل دو معادله ساده cosx    =  5 و 

cosx را به دست می آوریم. = −
1
2

معادله 
 

cos cos cosx x x k
π π

= − ⇒ = ⇒ − π ±
1 2 2

2
2 3 3
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در شکل زیر تابع y   =tanx و نیز تابع y  =a که a یک عدد حقیقی است رسم شده اند. از روی نمودار این دو تابع می توان مشاهده 
 tanx   =a که a همان طول نقاط تقاطع دو نمودار است. در واقع همواره برای عدد حقیقی tanx   =a کرد که جواب های معادله
زاویه ای چون α وجود دارد که برای آن داریم tanα   =a. بنابراین معادله tanx   =a به صورت tanx   =tanα   بازنویسی می شود. 

اکنون برای یافتن جواب های معادله tanx   =tanα   باید رابطه بین کمان های x و a را بیابیم.

از دایره مثلثاتی و محور تانژانت در شکل مقابل می توان دریافت که 
رابطه بین کمان های x و a به صورت x   =k   π+α که k یک عددی 

صحیح است می باشد.

جواب های کلی معادله tanx   =tanα   به صورت x   =k   π+α می باشد که k یک عددی صحیح است. 

 مثال: معادله tanx   =  tan5x    را حل کنید.
x. البته باید توجه کرد  k

π
=

4
 حل: جواب های این معادله از 5x   =k   π+x   رابطه بین کمان های دو تابع به دست می آیند. بنابراین 

فقط مقادیری از k قابل قبول هستند که به ازای آنها طرفین معادله فوق تعریف شده باشند. بنابراین با توجه به دامنه تابع های فوق، 
π نباشند.

2
x قابل قبول هستند که به ازای آنها کمان های x و 5x مضرب فردی از  k

π
=

4
فقط مقادیری از 

α

y a=

-3π -2π -π 0 π 2π 3π 4π

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

y

x
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برای  تفاضل زوایا را  مثلثاتی سینوس و کسینوس می توان روابط مجموع و  برای نسبت های  تفاضل زوایا  از روابط مجموع و 
تانژانت به صورت زیر به دست آورد.

sin( ) sin cos cos sintan( )
cos( ) cos cos sin sin

α +β α β + α β
α +β = =

α +β α β − α β

 

sin cosα β
 

=
cos cosα β

cosα
+

sin
cos

β
α cos

cos cos

 
β

α β

cos cosα β

tan tan
tan tansin sin

cos cos

α + β
=

− α βα β
−

α β

1

همچنین با تغییر β به β- در رابطه فوق رابطه تفاضل زوایا به صورت زیر به دست می آید.
tan tantan( )

tan tan
α − β

α −β =
+ α β1

 مثال: نشان دهید در شکل زیر رابطه بین زاویه دید دوربین )β( با فاصله افقی آن با تابلو نقاشی به صورت زیر است.
/tan x

x

 
β =

+2

2 5
3
2

سپس زاویه دید را در حالتی که فاصله افقی برابر یک متر است به دست آورید.
 حل:با توجه به شکل برای مثلث قائم الزاویه پایین شکل داریم:

/tan
x
 

α =
0 5

همچنین برای مثلث بزرگ که یک زاویه آن θ است داریم:

tan
x

θ =
3

2/5 m

0/5 m
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اکنون با استفاده از رابطه تفاضل زوایا برای تانژانت به دست می آید:
/ /

tan tan /tan tan( ) /tan tan
xx x x

x x
x x

x

−θ − α
β = θ −α = = = =

+ θ α + × + +2 2

2

3 0 5 2 5
2 5

3 0 5 3 31 1
2 2

وقتی فاصله افقی برابر یک متر آنگاه داریم:
/ /tan

/
x

×
= → β = = =

+2

2 5 1 2 5
1 1

3 2 51
2

tan پس جواب های معادله tanβ=1 به صورت زیر به دست می آیند: π =1
4

از طرفی می دانیم که 

k
π

β = π +
4

π را به دست می دهد قابل قبول می باشد.
β =

4
لیکن با توجه به شکل تنها جواب منطقی در حالت k   =0 که مقدار 

 تمرین 
cos و α زاویه ای تند باشد، حاصل عبارات زیر را به دست آورید. 5

13
α = 1   فرض کنید 

sin2 α )ب    cos2 α )الف

2  نسبت های مثلثاتی سینوس و کسینوس را برای زاویه °22/5 به دست آورید.

3  معادلات زیر را حل کنید.

sin )الف sin x
p
= 3

2
cos2x   -  cos x    +  1  =  0 )ب   

cos x    =  cos2x   )پ cos2x    -  sin x    +  1  =  1 )ت   
2sin2x    +  sin x   -  1  =  0 )ث sin x    -  cos2x    =  0 )ج   

4  مثلثی با مساحت 3 سانتی متر مربع مفروض است. اگر اندازه دو ضلع آن به ترتیب 2 و 6 سانتی متر باشند، آنگاه چند مثلث با 
این خاصیت ها می توان ساخت؟



1 حدهای نامتناهی
2 حد در بی نهایت 

فصل

حدهای نامتناهی ـ حد در بی نهایت 

3



ضابطه  با  تابعی  به وسیله  رودخانه ای  از  صنعتی  و  شهری  آلودگی های  از  درصد   x پاک سازی  هزینه 

) محاسبه می شود که در آن x درصد آلودگی و f  (x) هزینه پاک سازی برحسب میلیون تومان  ) x
f x

x
=

−
255

100

است مثلاً هزینه پاک سازی 20 درصد از آلودگی های این رودخانه f   (20) = 63/75 است و این بدین معنی 
است که 63/75 میلیون تومان برای این کار لازم است.

الف( جدول زیر را با توجه به تابع f  ، کامل کنید. اعداد سطر دوم جدول چه چیزی را نشان می دهد؟

9080504020x

63/75f  (x)

ب( اگر بخواهیم 95 درصد از آلودگی های این رودخانه پاک سازی شود چقدر باید هزینه کنیم؟
پ( چرا هیچ گاه صددرصد از آلودگی های این رودخانه پاک سازی نمی شود؟

همان طور که ملاحظه شد با نزدیک شدن x به عدد 100 مقدار f  (x) افزایش می یابد و هرگاه x به قدر کافی به 
عدد 100 نزدیک شود مقدار f  (x) از هر عدد مثبت از پیش داده شده ای بزرگ تر خواهد شد.

1
درس

حدهای  نامتناهی

 فعالیت 

) آشنا  )f x
x

=
1 در سال قبل با نمودار تابع گویای 

شدید. می خواهیم رفتار این تابع را در نزدیکی نقطه 
x = 0 بررسی کنیم.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

x

y

 فعالیت 
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1 جدول زیر رفتار تابع را به ازای برخی از مقادیر x نشان می دهد آن را تکمیل کنید.

10/10/010/0010/000010x

f  (x)تعریف نشده...1000...10...

2  اگر بخواهیم f  (x) از یک میلیون بزرگ تر شود مقدار x از چه عددی باید کوچک تر شود؟
3  در حالتی که +x → 0 آیا مقادیر تابع به عددی خاص نزدیک می شوند؟ چرا؟

راست(، سمت  )از  می شود  نزدیک  صفر  به  صفر  از  بزرگ تر  مقادیر  با   x وقتی  که  می شود  مشاهده  فعالیت  این  به  توجه   با 
 f  (x) بدون هیچ محدودیتی افزایش می یابد به بیان دیگر می توان f  (x) را از هر عدد مثبت مفروضی بزرگ تر کرد به شرطی که x را 

. lim
x x+→

= +∞
0

1 به اندازه کافی با مقادیر بزرگ تر از صفر، به صفر نزدیک کنیم در این صورت می نویسیم: 

این نمادگذاری بدین معنی نیست که ∞ را عدد به حساب آورده ایم. همچنین بدین معنی نیست که حد مورد نظر وجود دارد.

کاردرکلاس 

( )f x
x

=
1 برای تابع 

الف( جدول روبه رو را کامل کنید:

-0/00001-0/0001-0/001-0/1−
1
5

−
1
2

-1x

-1000-1f  (x)

± 0/0001± 0/001± 0/01± 0/1± 0/5± 1x

1000010001001021f  (x)

چه  به  باید   x مقدار  شود  کوچک تر   -106 از   f  (x) بخواهیم  اگر  ب( 
عددی نزدیک شود؟

پ( وقتی x از سمت چپ به صفر نزدیک شود f  (x) چه تغییری می کند؟
lim چه می توان گفت؟

x x−→0

1 ت( در مورد 

) در شکل روبه رو رسم شده است  ) | |f x
x

=
1  مثال: نمودار تابع 

x بررسی کنیم به جدول زیر توجه  تابع را در نقطه 0 =  می خواهیم رفتار 
کنید:

مشاهده می شود با نزدیک کردن x به اندازه کافی به صفر، مقدارهای f  (x) را به دلخواه بزرگ کرد بنابراین f  (x) به هیچ عددی 
. lim | |x x→

= +∞
0

1 lim وجود ندارد. در اینجا می نویسیم  | |x x→0

1 میل نمی کند و در نتیجه 

x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4



4

تعریف مشابهی از حدّ در مورد تابع هایی که وقتی x به a نزدیک می شود و خیلی کوچک منفی می شود در زیر وجود دارد.

تعریف:
lim یعنی  ( )

→
= +∞

x a
f x فرض کنید تابع f در هر دو طرف a )به جز احتمالًا خود a( تعریف شده باشد در این صورت 

اینکه می توانیم f  (x) را به دلخواه )هر قدر بخواهیم( از هر عدد مثبت بزرگ کنیم به شرطی که x را به اندازه کافی 
به a نزدیک کرده باشیم.

تعریف:
 lim ( )
x a

f x
→

= −∞ فرض کنید تابع f در هر دو طرف به جز احتمالًا در خود a تعریف شده باشد در این صورت 
یعنی اینکه می توانیم مقدارهای f  (x) را به دلخواه از هر عدد منفی کوچک تر کنیم به شرطی که x را به اندازه کافی 

به a نزدیک کرده باشیم.

کاردرکلاس 

با توجه به نمودار توابع زیر حدهای نامتناهی را مشخص کنید.

lim ( )
x

t x
+π

→−

=

2



lim ( )
x

t x
−π

→

=

2



x

y

1 2 3 4 5 6 7

-4
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-2
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0

1

2

3

4

-3 -2 -1

( )f x
x

=
−
1

2

x

y

x

y

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

( ) logg x x=

0

-2

-1

1

2

−π ππ
2− π

2

y tan x=

x

y

1 2 3 4 5 6 7

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

-3 -2 -1

( )f x
x

=
−
1

2

x

y

x

y

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

( ) logg x x=

0

-2

-1

1

2

−π ππ
2− π

2

y tan x=
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قضایای زیر در مورد حدهای بی نهایت برقرارند که در این کتاب به اثبات آنها نمی پردازیم.

 قضیه ١: اگر n یک عدد طبیعی باشد؛ آن گاه:

lim
nx x+→
= +∞

0

1 lim                                        و                                          nx x−→

+∞
= −∞0

1 n زوج:
n فرد :

 مثال: با توجه به قضیه فوق می توان نوشت:

lim
x x+→

= +∞
40

1 lim                          و          
x x−→

= −∞
30

1

lim و بالعکس. ( )
x a

f x
→

= +∞ lim آن گاه  ( )
x a

f x
−→

= +∞ lim و  ( )
x a

f x
+→

= +∞  قضیه 2: الف( اگر 
lim و بالعکس. ( )

x a
f x

→
= −∞ lim آن گاه  ( )

x a
f x

−→
= −∞ lim و  ( )

x a
f x

+→
= −∞               ب( اگر 

قضایای حدهای بی نهایت

کاردرکلاس 

با استفاده از نمودار توابع داده شده و همچنین قضایای بالا حاصل حدود زیر را به دست آورید.

lim
x x→

= +∞
20

1 limالف( 
x x→

= +∞
0

1 ب( 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

( )g x x= 1

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

-3

-4

x

y

( )f x
x

= 2

1
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lim آن گاه: ( )
x a

g x
→

lim و 0= ( )
x a

f x L
→

= ≠0  قضیه 3: اگر 

( )lim ( )x a

f x
g x→

= +∞ الف( اگر L  <0 و g  (x) در یک همسایگی محذوف a مثبت باشد آن گاه 

( )lim ( )x a

f x
g x→

= −∞ ب( اگر L  >0 و g  (x) در یک همسایگی محذوف a مثبت باشد آن گاه 

( )lim ( )x a

f x
g x→

= −∞ پ( اگر L  <0 و g  (x) در یک همسایگی محذوف a منفی باشد آن گاه 

( )lim ( )x a

f x
g x→

= +∞ ت( اگر L  >0 و g  (x) در یک همسایگی محذوف a منفی باشد آن گاه 

 تذکر: قضیه فوق در حالتی که +x → a یا -x → a نیز برقرار است.

lim را محاسبه کنید.
x

x

x−→

+
− 22

1

4
 مثال: 

 حل: وقتی -x → 2 مخرج کسر یعنی x2 - 4 با مقادیر مثبت به صفر میل می کند زیرا 
x   >2 ⇒ x2>4 ⇒ 4-  x2<0  

lim طبق بند )الف( قضیه فوق 
x

x
−→

+ =
2

1 3 از طرفی 

lim را محاسبه کنید. sinx

x
x+→

−
0

1  مثال: 

 حل: وقتی +x → 0 حد صورت کسر برابر 1- و حد مخرج کسر برابر صفر است و از آنجا که x در ربع اوّل دایره مثلثاتی 

lim sinx

x
x+→

−
= −∞

0

1 است مقدار sin x عددی مثبت است در نتیجه طبق بند )ب( قضیه فوق 

حدود زیر را محاسبه کنید.

1 lim
x

x
x+→−

−
+2

1
2

 
 

2
[ ]lim

x

x
x−→

−
−2

2
2

کاردرکلاس 
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( )lim ( )x a

f x
g x→

lim آنگاه 0= ( )
x a

g x
→

= ±∞ lim و  ( )
x a

f x L
→

=  قضیه 4: اگر 

 تذکر: قضیه فوق در حالتی که +x → a یا -x → a نیز برقرار است.

lim را محاسبه کنید. tan
x

x
xπ

→

+

2

1  مثال: 

lim طبق قضیه 
x

x
π

→

π
+ = +

2

1 1
2

lim از طرفی  tan
x

x
−π

→

= −∞

2

lim و  tan
x

x
+π

→

= +∞

2

روش اوّل: )استفاده از قضیه 4( داریم 

lim tan
x

x
xπ

→

+
=

2

1
فوق 0

( )( )coslim lim limtan sin sin
cos

x x x

x x x x
x x x

x
π π π

→ → →

π
+ ×+ + +

= = = =

2 2 2

1 01 1 1 2 0
1

روش دوم: 

اعمال روی حدود نامتناهی

) و g  (x) = x + 1 را در نظر بگیرید. )f x
x

=
2

1 1  توابع 

lim را به دست آورید. ( )
x

g x
→0

lim و  ( )
x

f x
→0

الف( 

) را محاسبه کنید. )lim ( )( )
→

+
x

f g x
0

ب( تابع f + g را به صورت یک تابع گویا بنویسید و 
پ( چه نتیجه ای می گیرید؟

 lim ( )
x

g x
→0

lim و  ( )
x

f x
→0

lim را محاسبه کنید و ارتباط آن را با  ( ) ( )
x

f x g x
→

×
0

2  تابع f * g را به صورت یک تابع گویا بنویسید و 
بیان کنید.

 فعالیت 

همان طور در فعالیت فوق مشاهده کردید به طور کلی قضیه زیر را می توان بیان کرد.

lim آن گاه؛ ( )
x a

g x L
→

= lim و  ( )
x a

f x
→

= +∞  قضیه 5: اگر 
)الف lim ( ) ( )

x a
f x g x

→
+ = +∞

   
                                                                                                                              

)ب lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

× = +∞                                                                                                      اگر  L <0   آن گاه  
lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

× = −∞                                                                                                اگر   L > 0  آن گاه    

 تذکر: قضیه برای حالتی که +x → a یا -x → a نیز برقرار است.
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1

lim به طریق مشابه برقرار است آن را بیان کنید. ( )
x a

f x
→

= −∞  قضیه 5، در حالتی که 
2  در هر یک از موارد زیر بررسی کنید که آیا از قضیه 5 می توان برای محاسبه تابع های f + g و یا f * g استفاده کرد. سپس 

حدود خواسته شده را محاسبه کنید.

( )f x
x

=
2

1  , ( )g x
x

=
1 الف( 

 

( )f x
x
−

=
1  , ( )g x

x
=

1 ب(  
 

f  (x) = x3 و ( )g x
x

=
2

1 پ( 
 

 تذکر: قضایا و مطالب مربوط به حدهای نامتناهی با قضایای حالت حدهای متناهی با هم تفاوت دارند زیرا نمادهای ∞ + و 
∞ - را داریم که اعداد حقیقی نیستند بنابراین ∞ + و ∞ - قرینه هم نیستند بنابراین در محاسبه حدود نامتناهی با ساده کردن عبارات، 

توابع را به گونه ای می نویسیم که بتوان از قضایای ذکر شده استفاده کرد.
 مثال: به حدود زیر توجه کنید.

lim )الف ( )
x x x+→

−
0

1 1 lim )ب                                    ( )
x x x+→

−
0

2 1 lim )پ                                
x x x+→

−
20

1 1

در محاسبه حدود هر سه قسمت به ∞  -  ∞ می رسیم از آنجا که ∞ یک عدد نیست نمی توان گفت حاصل حدود مذکور برابر صفر 
است. برای محاسبه حدود فوق می توان نوشت:

lim )الف ( ) lim lim
x x xx x x x+ + +→ → →

−
− = = =

0 0 0

1 1 1 1 0
0  

 

lim )ب ( ) lim lim
x x xx x x x+ + +→ → →

−
− = = = +∞

0 0 0

2 1 2 1 1

 

lim )پ ( ) lim
x x

x
x x x+ +→ →

−
− = = −∞

2 20 0

1 1 1

کاردرکلاس 
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lim را محاسبه کنید.
−→−

 − ++ − x xx x24

2 3
43 4

 مثال: 

 حل: اگرچه به صورت مستقیم عمل کنیم به حالت ∞ +  ∞ - می رسیم که نمی توان از قضایا استفاده نمود.
امّا اگر عبارت جلوی حد را ساده کنیم و به صورت یک کسر بنویسیم. سپس حدگیری را انجام دهیم داریم:

( )lim lim
x x

x x

x x x x− −→− →−

− − −
=

+ − + −2 24 4

2 1 3 2 5

3 4 3 4
)٭(    

حد صورت برابر 13- است با توجه به جدول تعیین علامت برای مخرج کسر داریم:

-4                 1x

+-+x2+3x   -4 00

وقتی -x → -4 حد مخرج کسر فوق با مقادیر مثبت به صفر نزدیک می شود و بنا به قضیه 3 حد )٭( برابر ∞  - خواهد بود.

کاردرکلاس 

حدود زیر را محاسبه کنید.

1  lim
x x x−→

−
+0

1 1
1

 

2  lim
x xx+→

+
20

1 1  

3  lim
x

x x
x x−→

− +
−

+ −1

1 1
1 1
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) در اطراف نقطه صفر توجه کنید. )g x
x

=
1 ) و  )f x

x
=

2

1 به نمودارهای هر یک از توابع 

) را به دست آورید. ) x x
f x

x x

− +
=

− −

2

2

4 3

2 3
 مثال: مجانب های قائم تابع 

 حل: از x2-2x   -3 = 0 نتیجه می شود x = -1 یا x = 3 شرایط مجانب قائم را برای دو خط مذکور بررسی می کنیم.

lim ( ) lim
+→−

− +
= = −∞

− −x

x x
f x

x x

2

21

4 3

2 3
 

مجانب قائم

این دو تابع در بازه های )∞ + , 0) و (0 , ∞ -) پیوسته اند ولی در نقطه x = 0 تعریف نشده اند.
lim ( )
x

g x
−→

= −∞
0

lim و  ( )
x

g x
+→

= +∞
0  

lim و  ( )
x

f x
→

= +∞
0

از طرفی 
خط x = 0 را در هر دو منحنی، مجانب قائم نمودار می گویند.

تعریف:
خط x = a را مجانب قائم نمودار تابع f  (x) گویند هرگاه حداقل یکی از شرایط زیر برقرار باشد.

lim ( )
x a

f x
+→

= +∞  lim ( )
x a

f x
−→

= +∞  
lim ( )

x a
f x

+→
= −∞  lim ( )

x a
f x

−→
= −∞  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

( )f x
x

=
1

g

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

( )f x
x

=
2

1

f
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lim در نتیجه خط x = -1 مجانب قائم منحنی f است. از طرفی ( )
−→−

= +∞
x

f x
1

علاوه بر آن 

( )( )lim ( ) lim lim lim( )( )x x x x

x x x x x
f x

x x xx x→ → → →

− + − − −
= = = =

− + +− −

2

23 3 3 3

4 3 3 1 1 1
3 1 1 22 3

 

خط x = 3 شرایط لازم برای مجانب قائم را نداشت لذا منحنی تابع f فقط یک مجانب قائم x = -1 دارد.

کاردرکلاس 

) را در صورت وجود به دست آورید. ) x x
f x

x x

+ −
=

− −

2

2

2

6
مجانب های قائم تابع 

 تمرین 

1   با استفاده از قضایای حدود نامتناهی ثابت کنید.

lim )الف
x

x

x→

+
= +∞

2

20

3 )lim )ب  )
x x x→

− = −∞
20

1 1  

lim )پ
( )x x→

= +∞
− 42

1

2
lim )ت 

x

x
x→−

−
= +∞

+2

5
2

 

2  حدود زیر را محاسبه کنید.

lim )الف
x x x+→

−
− −23

2 3
3 9

lim )ب 
x

x x

x x−→

+ −
+ −

2

23

2 1

12
lim )پ 

x

x

x→

+
−23

1

9
 

} بوده و دارای دو مجانب قائم باشد. }− − 1 1 3   نمودار تابعی را رسم کنید که دامنه آن 

4   نمودار تابعی را رسم کنید که دامنه آن {1} - [2 , 2-] بوده و دارای مجانب قائم باشد.

5  مجانب های قائم توابع زیر را در صورت وجود به دست آورید.

) )الف ) x
f x

x
−

=
−

2 1
3

) )ب  ) x x
g x

x x

+
=

−

2

2
 



در درس قبل حدهای نامتناهی و مجانب های قائم یک منحنی را بررسی کردیم در آنجا x را به سمت عددی 
میل می دادیم و نتیجه این می شد که مقدارهای y به دلخواه بزرگ )مثبت( یا کوچک )منفی( می شدند. 

در این درس x را به دلخواه بزرگ )مثبت( یا کوچک )منفی( در نظر می گیریم و تغییرات y را بررسی می کنیم 
که در رسم نمودارها برای بررسی رفتار انتهایی نمودار تابع بسیار مفید است.

2
درس

حد در بی نهایت

 فعالیت 

) را در بازه )∞ + , 0) در نظر بگیرید. )f x
x

=
1 نمودار تابع 

1     جدول زیر را کامل کنید.

10610510310010521x

……………1
5

1
2

1f  (x)

1 کمتر شود x را باید از چه عددی بزرگ تر بگیریم؟
3

2     اگر بخواهیم فاصله f  (x) تا محور x ها از 

x

y

( )f x
x

=
1

-2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

1
2

1
2
1
3
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1 کمتر شود x را باید از چه عددی بزرگ تر بگیریم؟
10

3     اگر بخواهیم فاصله f  (x) از محور x ها از 

1 کوچک تر شود x را باید از چه عددی بزرگ تر در نظر بگیریم؟
100

4     اگر بخواهیم فاصله f  (x) از محور x ها از 

5     آیا به هر میزان دلخواه فاصله f  (x) از محور x ها را می توان کاهش داد؟

) و جدول صفحه قبل می توان مشاهده کرد که مقدار f  (x) را به هر اندازه دلخواه می توان به  )f x
x

=
1 با توجه به نمودار تابع 

صفر نزدیک کرد به شرطی که x را به اندازه مناسب بزرگ انتخاب کنیم در این صورت می گوییم حد f  (x) وقتی ∞ + → x برابر 

lim
x x→+∞

=
1

0 صفر است و می نویسیم.  

کاردرکلاس 

) را در بازه (0 , ∞ -) در نظر بگیرید. )f x
x

=
1 نمودار تابع 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

( )f x
x

=
1

1 جدول زیر را کامل کنید.

-1-2-5-10-100-103-104x

f  (x)

 شود، x از چه عددی کوچک تر در نظر گرفته شود؟
5

1

10
2 اگر بخواهیم فاصله f  (x) از محور x ها کمتر از 
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 کمتر شود. x را باید از چه عددی کوچک تر در نظر بگیریم؟
6

1

10
3 اگر بخواهیم فاصله f  (x) از محور x ها از 

منفی  عدد  هر  از  منفی  اعداد  طریق  از   x اگر  کرد  مشاهده  می توان  قبل  و جدول صفحه   ( )f x
x

=
1 تابع  نمودار  به  توجه  با 

کوچک تر شود می توان مقدار f  (x) را به هر اندازه دلخواه به صفر نزدیک کرد.

lim
x x→−∞

=
1

در این صورت می نویسیم:  0

 تذکر: منظور از ∞ ± → x آن است که ∞ + → x یا ∞ - → x لذا با توجه به فعالیت های بالا به طور خلاصه می توان نوشت: 

lim
x x→±∞

=
1

0  

به طور کلی می توان گفت: 
برای هر تابع f  (x) که روی بازه (∞+ , a) تعریف شده باشد و با بزرگ شدن متغیر x مقدارهای f  (x) به عدد خاصی 
مانند L نزدیک شوند به گونه ای که f  (x) بتواند به هر مقدار که بخواهیم به L نزدیک شود به شرط آنکه x به اندازه 
کافی بزرگ انتخاب شده باشد در این حالت می گوییم با رفتن x به سمت ∞  +، f  (x) به سمت L نزدیک می شود 

lim ( )
x

f x L
→+ ∞

= و می نویسیم:                                                                                                                  

همچنین برای هر تابع f  (x) که در بازه (a , ∞-) تعریف شده باشد و با کم شدن مقادیر x در اعداد منفی مقدارهای 
f  (x) به عدد خاصی مانند L نزدیک شوند. به گونه ای که f  (x) بتواند به هر مقدار که بخواهیم به L نزدیک شود به 

شرطی که x به اندازه کافی در اعداد منفی کم شده باشد. در این حالت می گوییم با رفتن x به سمت ∞ -، f  (x) به 

lim ( )
x

f x L
→−∞

= سمت L نزدیک می شود و می نویسیم:                                                                              
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با استفاده از نمودارهای داده شده، حدود نامتناهی زیر را به دست آورید.

 lim ( )
x

g x
→+∞

= ب(   lim ( )
x

f x
→+∞

= الف( 

 lim ( )
x

g x
→−∞

=  lim ( )
x

f x
→−∞

=   

کاردرکلاس 

  قضیه 6: اگر a عددی ثابت و n عددی طبیعی باشد آنگاه:

lim )الف
nx

a

x→±∞
=0  

lim آنگاه: ( )
x

g x L
→+∞

= 2 lim و  ( )
x

f x L
→+∞

= 1                         قضیه 7: اگر 

)الف ( )lim ( ) ( )
x

f x g x L L
→+∞

± = ±1 2
 
                                                                                                                     

                     

)ب lim ( ) ( )
x

f x g x L L
→+∞

× = 1 2
 
                                                                                                                               

                      

)پ
 

( )lim ( )x

Lf x
g x L→+∞

= 1

2
 )L2 ≠ 0 و g  (x) ≠ 0 با فرض(                                                                                                

 تذکر: قضیه فوق برای حالت ∞ - → x نیز برقرار است.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

g

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

( )f x
x

=
2

1

f



16

) الف lim ( )
x x→+∞

+
3

5
3  مثال: حدود زیر را محاسبه کنید.                                                                                        

) ب lim
x

x

x
→−∞

+

+

2

3
2

5
4

               

 حل:
الف( با استفاده از قسمت الف قضیه 7 و سپس استفاده از قضیه 6 می توان نوشت:

lim ( ) lim lim
x x xx x→+∞ →+∞ →+∞

+ = + = + =
3 3

5 5
3 3 3 0 3  

ب( با استفاده از قسمت )پ( قضیه 7 و سپس استفاده از قضیه 6 می توان نوشت:

lim lim
lim

lim lim

x x

x

x x

xx

x x

→−∞ →−∞

→−∞

→−∞ →−∞

++
+

= = =
+

+ +

22

33
22

2 0 1
5 5 0 4 2

4 4
 

در محاسبه حد توابع در ∞ + یا ∞ - ممکن است، با بزرگ شدن مقادیر x مقدارهای f  (x) به عدد خاصی نزدیک نشوند و مقادیر 
f  (x) نیز بزرگ تر شوند و از هر عدد از پیش تعیین شده ای بزرگ تر شوند همان طور که در نمودار توابع f   (x) = x و g  (x) = x2 در 

حدود نامتناهی در بی نهایت

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

( )g x x= 2

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

( )f x x=
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شکل زیر دیده می شود با افزایش مقادیر x مقادیر f  (x) و g  (x) از هر عدد از پیش تعیین شده ای بزرگ تر می شوند.
همچنین ممکن است با کوچک شدن مقادیر x )منفی( مقدار f  (x) از هر عدد از پیش تعیین شده ای کوچک تر شود. در 
نمودارهای بالا می توان مشاهده کرد که با کاهش مقادیر x مقادیر f  (x) از هر عدد تعیین شده ای کوچک تر و مقادیر g  (x) از هر 

عدد از پیش تعیین شده ای بزرگ تر می شود.
در حالت کلی برای یک تابع f که در یک بازه )∞ + , a) تعریف شده است اگر با رفتن x به سمت ∞ +، f  (x) نیز به سمت ∞ + 

. lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ برود می گوییم حد این تابع در ∞ + برابر ∞ + است و می نویسیم 

lim
x

x
→+∞

= +∞2 lim و 
x

x
→+∞

= +∞ برای مثال 

می نویسیم  و  است   - ∞ برابر   + ∞ در  تابع  این  حد  می گوییم  برود   - ∞ سمت  به   f  (x)  ،+ ∞ به سمت   x رفتن  با  اگر  همچنین 
lim

x
x

→+∞
− = −∞2 lim به عنوان مثال                                                                                                    ( )

x
f x

→+∞
= −∞

lim را بیان کنید. ( )
x

f x
→−∞

= −∞ lim و  ( )
x

f x
→−∞

= +∞ 1  به طریق مشابه مفاهیم 

2  با توجه به نمودار توابع y = x و y = x2 حدود زیر را مشخص کنید.

lim
x

x
→−∞

=  

lim
x

x
→−∞

=2

کاردرکلاس 

lim را حدود نامتناهی در بی نهایت می نامیم. ( )
x

f x
→±∞

= −∞ lim و یا  ( )
x

f x
→±∞

= +∞  تذکر:حدودی مانند 
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تابع f  (x) = x3 را با نمودار روبه رو در نظر بگیرید.

 فعالیت 

1     جدول زیر را کامل کنید.

1061000100101-1-100-1000-106x

………1001…-106……f  (x)

2     با افزایش )کاهش( x، مقدار f  (x) چه تغییری می کند؟

lim چه می توان گفت؟
x

x
→−∞

3 lim و 
x

x
→+∞

3 3     در مورد حدهای 

  قضیه 8: اگر a عددی مثبت و n عددی طبیعی باشد آن گاه:

lim )الف n

x
ax

→+∞
= +∞ lim )ب  n

x
ax

→−∞

+∞
= −∞

n زوج:
n  فرد:

 

 مثال: حدود زیر را محاسبه کنید.

lim )الف ( )
→−∞

− + −
x

x x32 1 lim )ب  ( )
→+∞

− −
x

x x43 2 5  
 حل:

lim )الف ( ) lim ( ) lim
→−∞ →−∞ →−∞

− + − = − + − = − = +∞
x x x

x x x x
x x

3 3 3
2 3

1 1
2 1 2 2  

lim )ب ( ) lim ( ) lim
→+∞ →+∞ →+∞

− − = − − = − = −∞
x x x

x x x x
x x

4 4 4
4 3

3 2
3 2 5 5 5  

به طور کلی حد هرچند جمله ای به صورت n( f  (x) = ax  n     +bx   n  -1+...+l عدد طبیعی( در ∞  ± برابر حد جمله ای 

lim lim−

→±∞ →±∞
+ + + =

n n n

x x
ax bx l ax1 از آن است که دارای بزرگ ترین درجه است یعنی:                    

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y y x= 3
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باشند نشان   ( , )m n∈ -   g  (x) = a′x  m   +b′x   m  -1+...+l دو چند جمله ای  f  (x) = ax  n     +bx   n  -1+...+l و  اگر  1  الف( 
دهید.

( )lim lim( )
n m

x

f x a
x

g x a
−

→±∞
= ′

ب( در هر یک از حالت های m < n و m > n و m = n حد قسمت قبل به چه صورت هایی نوشته می شود؟
پ( حدود زیر را محاسبه کنید.

 

lim
x

x x
B

x x→±∞

− + −
=

− +

3

3

3 1

6 2 1
 

lim
x

x x
C

x x→±∞

− +
=

+ −

2

3

2 1

4 2 1
 

کاردرکلاس 

مجانب افقی

lim ( )
x

f x L
→−∞

= lim یا  ( )
x

f x L
→+∞

= خط y = L را مجانب افقی نمودار y = f  (x) می نامند به شرطی که 
به عنوان مثال در هر یک از نمودارهای زیر خط y = 1 یک مجانب افقی تابع است. چرا؟

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y



20

) را به دست آورید. ) x
f x

x
−

=
+

2 1
1

 مثال: مجانب های افقی و قائم تابع 

lim
x

x
x→±∞

−
=

+
2 1

2
1

 حل: برای یافتن مجانب افقی تابع داریم:       

پس خط y = 2 مجانب افقی تابع است.
این تابع دارای مجانب قائم نیز می باشد و خط x = -1 مجانب قائم تابع است زیرا:

lim
x

x
x+→−

+
= −∞

+1

2 1
1

 

1  خط y = 2 مجانب کدام یک از منحنی های زیر است؟

کاردرکلاس 

2 مجانب های افقی و قائم تابع های زیر را در صورت وجود به دست آورید.

) )الف ) x
f x

x

+
=

−2

1

1
 

g  (x) = x3 )ب

) )پ ) x
h x

x
+

=
+

2 1
1

)پ( )ب( )الف( 
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1  مفهوم هر یک از گزاره های زیر را بیان کنید.
lim )الف ( )

→+∞
=

x
f x 2 lim )ب  ( )

x
f x

→−∞
= 4  

2  برای تابع f که نمودار آن داده شده است موارد زیر را به دست آورید:
lim ( )

x
f x

→+∞
= الف(                                                              

lim ( )
x

f x
→−∞

= ب(                                                                 
lim ( )

x
f x

+→
=

3
پ(                                                                 

lim ( )
x

f x
−→

=
3

ت(                                                                 
lim ( )

x
f x

+→−
=

2
ث(                                                                 

ج( همه مجانب ها
3 حدود زیر را در صورت وجود به دست آورید:

lim )الف
x

x
x→∞

+
−

3 5
2

lim )ب 
t

t

t t→−∞

+
− +

2

3 2

1

2 1
 

lim )پ
x

x x
x→±∞

− +
+

2 2
4 1

lim )ت  ( )
→−∞

−
x

x x3 22  

4  مجانب های افقی و قائم نمودارهای هر یک از توابع زیر را به دست آورید:

x )الف
y

x
−

=
−

2 1
3

 

x )ب
y

x
=

−2 4
 

x )پ
y

x

+
=

−

2

2

1 2

1
 

5 نمودار تابع f را به گونه ای رسم کنید که همه شرایط زیر را دارا باشد:
f  (1) = f  (-2) = 0 )الف

lim ( )
x

f a
→

= −∞
0

 , lim ( )
+→

= +∞
x

f x
2

ب( 

ت( خط y = -1 مجانب افقی آن باشد.

6  آیا ممکن است نمودار y = f  (x) یکی از مجانب های قائمش را قطع کند؟
آیا ممکن است یکی از مجانب های افقی اش را قطع کند. جواب هایتان را با رسم نمودار توضیح دهید.

 تمرین 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
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x

y



1 آشنایی با مفهوم مشتق4
2 مشتق پذیری و پیوستگی

3 آهنگ تغییر

فصل

مشتق



مشتق یکی از مفاهیم اساسی ریاضی است که دارای کاربردهای وسیع در ریاضیات و علوم دیگر است. 
ایده های اولیه در مورد مفهوم مشتق به شیب یک خط مربوط می شود. با شروع از این ایده به تدریج به صورت 

دقیق تری با مفهوم مشتق آشنا می شویم.

1
درس

 آشنایی با مفهوم مشتق

 فعالیت 

1  شیب هر یک از خط های داده شده را به دست آورید و مشخص کنید که کدام یک مثبت و کدام یک 
منفی است؟

6
y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6
y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5



3 فصل چهارم : مشتق

2  با توجه به جدول خط های d3 , d2 , d1 و d4 را روی شکل 
مشخص کنید.

d4d3d2d1خط

−
2
3

2-32
5

شیب

یافتن خط مماس در یک نقطه از یک منحنی مسئله ای تاریخی است که زمانی طولانی برای حل 
آن صرف شده است. مفهوم خط مماس بر یک دایره از زمان های گذشته مشخص بوده است. خط 
به  مماس بر دایره، خطی است که یکی از نقاطش بر دایره و کلیه نقاط دیگرش خارج آن هستند، 
عبارت دیگر خط در یک نقطه با دایره تماس دارد. مسئله مهم این است که آیا این تعریف را می توان 

به منحنی های دیگر تعمیم داد؟

خط مماس بر یک منحنی

اس
 مم

خط

4

y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3
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-4

-1

0
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4

y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3
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x
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x
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4

بر منحنی  به کمک نمودار منحنی، خط مماس  اکنون سعی می کنیم که 
در یک نقطه را بررسی کنیم. نقطه ثابت A را روی منحنی مقابل در نظر 
می گیریم. خطی که از A و B می گذرد یک خط قاطع نامیده می شود. روی 
منحنی نقطه های دیگری را نزدیک تر به نقطه A اختیار می کنیم و خط های 
گذرنده از A و آن نقطه ها را رسم می کنیم. حدس بزنید که وقتی نقاط به 
قدر کافی به A نزدیک می شوند، برای خط های قاطع چه اتفاقی می افتد؟ 

به عبارت دیگر خط های قاطع به چه خطی نزدیک می شوند؟
اکنون نقطه C را قبل از نقطه A اختیار می کنیم و خط قاطع AC را رسم 
A اختیار می کنیم.  به نقطه  می کنیم. مانند قبل نقاط دیگری را نزدیک تر 
شهودی  به طور  می افتد؟  اتفاقی  چه  قاطع  خط های  برای  می زنید  حدس 

می توان گفت:
خط مماس بر منحنی در نقطه A حد خط های قاطع گذرنده از A است 

به شرطی که نقطه ها به قدر کافی به A نزدیک شوند.
در ادامه این بحث را دقیق تر بررسی خواهیم کرد.

 فعالیت 
y

A

B

x
0

y

A

C x
0

تا d6 را در نظر بگیرید.   d1 خط های 
مشخص کنید که هر کدام در چه نقطه ای 

بر منحنی داده شده مماس است.

y

A

C

B
x

0

d3

d2

y

A

C
B

x
0

d6

y

x

A
d

0

1

y

A

B

x
0

d4

d5



5 فصل چهارم : مشتق

 فعالیت 

الف( تابع f    (x)   =  - x2+10x داده شده است، اگر x       ≥10  ≤  0نقاط A(2,  f  (2)) و B(6,   f  (6)) و C  (5,  f  (5)) و  D (4,  f  (4)) و 
E  (3,  f    (3)) را روی منحنی در نظر می گیریم. شیب خطی که از نقاط A و B می گذرد یعنی mAB از دستور زیر به دست می آید:

( ) ( )− − −
= = = = =

− −
6 2 24 16 8

2
6 2 4 4

B A
AB

B A

y y f f
m

x x
 

به همین روش mAC و mAD و mAE  را به دست آورید.

به دست  افقی  )تغییر(  جابه جایی  به  را  عمودی  )تغییر(  جابه جایی  نسبت   AB خط  شیب  محاسبه  برای  می دانید  که  همان طور 
می آوریم. اگر این جابه جایی ها را به ترتیب با  y∆ و x ∆ نمایش دهیم، داریم:

AB
y

m
x

∆
=

∆
 

در هنگام محاسبه شیب های بالا، توضیح دهید که x∆ها چگونه تغییر می کنند؟

x    =6 -2 =4∆   6 ـــــــــــــــــــــــــــــ 2      ]2,6[   
x    = 5   -2 =3∆         5 ــــــــــــــــــــــــ 2      ]2,5[  
x   = 4  -2 =2∆             4 ــــــــــــــــــــ 2      ]2,4[  
x    =  3-2 =1∆                   3 ـــــــــــــــ 2      ]2,3[

ب( حال فرض کنید که با ادامه روندی که در قسمت )الف( اختیار کردیم، نقاط بیشتری را نزدیک به A انتخاب کنیم. شیب 

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

-5

0

5

10

15

20

25

30

x

y

A

E

D
C B

x− = ∆

x∆

6 2

AB
m =2

AC
m =

AD
m =

AE
m =

( ) ( )f f y− = ∆6 2

y x x= − +2 10
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f   (x)=- نزدیک می شود. برای درک بهتر این موضوع، منحنی A خطوط به دست آمده به شیب خط مماس بر منحنی در نقطه
x2+10x در فاصله ]3و2[ رسم شده است. در ادامه نمودار منحنی در بازه ]2/4و2[ رسم شده است.

A

E

F

y∆

x∆

( , ( ))f3 3( / , ( / ))f2 5 2 5

( / , ( / ))f2 4 2 4

( , ( ))f2 2
A

G

G

y∆

x∆

( / , ( / ))f2 4 2 4

( , ( ))f2 2

( / ) ( )
/AF

f f
m

−
=

−
2 5 2
2 5 2

/
/

−
=

18 75 16
0 5

/ //= =
2 75

5 5
0 5

( / ) ( )
/AG

f f
m

−
=

−
2 4 2
2 4 2

               
=

=

A

E

F

y∆

x∆

( , ( ))f3 3( / , ( / ))f2 5 2 5

( / , ( / ))f2 4 2 4

( , ( ))f2 2
A

G

G

y∆

x∆

( / , ( / ))f2 4 2 4

( , ( ))f2 2

اگر به همین ترتیب بازه های کوچک تری در نظر بگیریم، با تکمیل جدول برای هر بازه داده شده، شیب خط های قاطع جدید را 
به دست آورید و شیب خط مماس را حدس بزنید.

( ) ( )f b f a
b a

−
−

بازه ]a,b[شیب خطی که از نقاط (a,f   (a)) و (b,f   (b)) می گذرد. 

( / ) ( ) //
f f−                         

= = =
−

2 4 2
5 6

2 4 2
]2,2/4[

                                       
= = =]2,2/3[

( / ) ( ) / / // / /
f f− −

= = =
−

2 2 2 17 16 16 1 16
5 8

2 2 2 0 2 0 2]2,2/2[

( / ) ( ) / / // / /
f f− −

= = =
−

2 1 2 16 59 16 0 59
5 9

2 1 2 0 1 0 1]2,2/1[

( / ) ( ) / / // / /
f f− −

= = =
−

2 01 2 16 0599 16 0 0599
5 99

2 01 2 0 01 0 01]2,2/01[

( / ) ( ) /
/ /

f f− −
= =

                                                                  

2 001 2 16 005999 16
5 999

2 001 2 0 001
 

[ , / ]
           
2 2 001



( ) ( ) ?f h f
h

                                                     + −
= →

2 2]2,2+h[
)h یک عدد خیلی کوچک 

نزدیک به صفر(
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حدس می زنید که با ادامه این روند شیب خط های قاطع به چه عددی نزدیک می شوند؟

) وقتی h به قدر کافی نزدیک به صفر )و مثبت(  ) ( )f h f
h

+ −2 2 اگر بخواهیم دقیق تر صحبت کنیم، باید در مورد مقادیر عبارت 

است، بررسی کنیم. روند بالا این حدس را تقویت می کند که هر چقدر که بخواهیم می توانیم این مقادیر را به عدد6 نزدیک کنیم مشروط 

) کافی  ) ( )lim
h

f h f
+→

+ −
=

0

2 2
6

2
بر آنکه h را به قدر کافی نزدیک به صفر )و مثبت( اختیار کنیم. به عبارت دیگر حدس می زنیم که: 

است مقدار حد بالا را حساب کنیم:

( ) ( ) ( ) ( )lim lim
h h

f h f h h
h h+ +→ →

+ − − + + + −
=

2

0 0

2 2 2 10 2 16 = ( )lim
h

h h h
h+→

− + + + + −2

0

4 4 20 10 16  

lim
h

h h
+→

− − −2

0

4 4 + 4 h
h

+10 =  
 

مانند،  بازه هایی  اگر  دیگر  به عبارت  کنیم،  اختیار   A را در سمت چپ  منحنی  نقاط روی  اگر  که  دید  به طریق مشابه می توان 
]2و1/5[ و ]2و1/6[ و ]2و1/7[ و ]2و1/8[ و… را در نظر بگیریم شیب خط های قاطع برابر با 6/5، 6/4 و 6/3 و 6/2 و… 
خواهد شد.به عبارت دیگر در این حالت هم شیب خط های قاطع به عدد 6 به هر میزان که بخواهیم نزدیک می شوند، مشروط بر 

آنکه h به قدر کافی از چپ به صفر نزدیک شود.
( ) ( )lim

−→

+ −
=

h

f h f
h0

2 2
6  یعنی:                                                                                                                                 

( ) ( )lim
h

f h f
h→

+ −
=

0

2 2
6 بنابراین به طور کلی داریم:                                                                                                       

اگر f یک تابع باشد، شیب خط مماس بر منحنی f در نقطه A(a    ,  f    (a)) را به صورت زیر تعریف می کنیم:

A شیب خط مماس بر منحنی در نقطه = ( ) ( )lim
h

f a h f a
h→

+ −
0  

به شرط آنکه این حد موجود باشد. اگر حد بالا موجود نباشد، مماس بر منحنی در نقطه A تعریف نمی شود. همچنین حد 
بالا را گاهی شیب منحنی در a نیز می نامیم.

 ( ) ( )( ) lim
h

f a h f a
f a

h→

+ −′ =
0

حد بالا را )در صورت وجود( مشتق تابع f در نقطه a می نامند و با f     ′(a) نمایش می دهند. یعنی: 

بنابراین f  ′(2)  =  6. در ادامه f    ′(3) محاسبه شده است:

( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim
h h

f h f h h
f

h h→ →

+ − − + + + −′ = =
2

0 0

3 3 3 10 3 21
3 lim lim lim( )

h h h

h h h h h
h

h h→ → →

− − − + + − − +
= = = − + =

2 2

0 0 0

9 6 30 10 21 4
4 4  

lim lim lim( )
h h h

h h h h h
h

h h→ → →

− − − + + − − +
= = = − + =

2 2

0 0 0

9 6 30 10 21 4
4 4  



8

 مثال: معادله خط مماس بر منحنی تابع f   (x)  =-x2+10x را در نقطه A(2,  f    (2)) بنویسید.

A شیب خط مماس در نقطه = f    ′(2)  =6  :حل 
A (2,f    (2)) = (2,16)  
y - 16 = 6  (x  -2) ⇒ y = 6x + 4  

کاردرکلاس 

معادله خط مماس بر منحنی تابع y  =-x2+10x را در نقطه ای به طول 3 بنویسید.

دستورهایی دیگر برای محاسبه مشتق

با نمادهای معرفی شده در فعالیت در مورد شیب خط های قاطع می توان دستورهای معادل دیگری برای محاسبه مشتق در یک 
نقطه به دست آورد، به طور مثال شیب خطی که از نقاط A و B می گذرد برابر است با:

( ) ( )
AB

y f a x f a
m

x x
∆ + ∆ −

= =
∆ ∆

 
( ) ( )( ) lim

x

f a x f a
f a

x∆ →

+ ∆ −′ =
∆0

و از آنجا:  

 مثال: اگر f    ′(2( ،f    (x)=-x2+10x را از دستور بالا به دست آورید:
( ) ( )( ) lim

∆ →

+ ∆ −′ = =
∆x

f x f
f

x0

2 2
2  

( ) ( )lim
x

x x
x∆ →

− + ∆ + + ∆ −
=

∆

2

0

2 10 2 16  

lim
∆ →

−
=

x 0

4 − ∆ − ∆ +x x2 4 20 + ∆ −x10 16 lim
∆ →

−∆ + ∆
= =

∆ ∆x

x x
x x

2

0

6
6  

) اکنون دستور دیگری برای مشتق تابع f در  ) ( )( ) lim
h

f a h f a
f a

h→

+ −′ =
0

مشتق تابع f در نقطه a به صورت زیر تعریف شد: 
نقطه a می یابیم که در برخی محاسبات کار را ساده تر می کند.

محاسبه f  ′(a)  به روش دیگر
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)الف( )ب(

در درس گذشته با نمودارهایی مشابه نمودار )الف( برای محاسبه مشتق f در a کار کرده اید. می دانیم:
 

AB شیب خط = ( ) ( )
AB

f a h f a
m

h
+ −

=  

A شیب خط مماس بر منحنی در = ( ) ( )lim
h

f a h f a
h→

+ −
0  

 

راه )معادل( دیگر محاسبه شیب خط مماس این است که نقطه دلخواه B را به مختصات (x ,  f    (x)) در نظر بگیریم در این صورت 
در شکل ب داریم:

AB شیب خط = ( ) ( )
AB

f x f a
m

x a
−

=
−  

) است  ) ( )lim
x a

f x f a
x a→

−
−

برای محاسبه حد کافی است که x را مرتباً به a نزدیک کنیم. در این صورت شیب خط مماس برابر با 
مشروط بر اینکه این حد موجود باشد )واضح است که مانند قبل x باید از راست و چپ به a به قدر کافی نزدیک شود(

 مثال: اگر f    ′(3)، f   (x)  =x2 را به دو روش به دست آورید.
 حل: 

روش اول:

( ) ( ) ( )( ) lim lim lim lim
h h h h

f h f h h h h h
f

h h h h→ → → →

+ − + − + + − +′ = = = =
2 2 2

0 0 0 0

3 3 3 9 6 9 9 6
3  

 
( )lim lim( )

h h

h h
h

h→ →

+
= = + =

0 0

6
6 6

 

روش دوم: 

( ) ( )( ) lim lim
x x

f x f x
f

x x→ →

− −′ = =
− −

2

3 3

3 9
3

3 3
 

 
( )( )lim lim ( )

x x

x x
x

x→ →

− +
= = + =

−3 3

3 3
3 6

3

y

f

h
a a+h

x

h

( , (

A
a

f a

( , (B a h f a h+ +

( ) ( )f a h f a+ −

y

f

a x

x-a

x-a
x

( , (

A
a

f a

( , ( ))B x f x

( ) ( )f x f a−))

))

))
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در موقعیت های مختلف، ممکن است یکی از این دو روش بر دیگری به دلیل ساده تر بودن محاسبات برتری داشته باشد. معادل 
بودن این دو روش را به شیوه هندسی ملاحظه نمودید. در کار در کلاس ادامه به شیوه جبری نیز معادل بودن دو روش بالا را 

بررسی کنید.

اگر f    ′(a) موجود باشد ثابت کنید.
( ) ( ) ( ) ( )lim lim

h x a

f a h f a f x f a
h x a→ →

+ − −
=

−0
 

 راهنمایی: تغییر متغیر a   + h   = x را به کار برید.
x →a ، h  → 0 توجه داریم که وقتی                       

کاردرکلاس 

کاردرکلاس 

الف( برای تابع  f    ′(8) ، f    (x)  =-x2+10x و f ′ (5) را حساب کنید.
ب( دو نقطه روی منحنی مشخص کنید که مقدار مشتق تابع در آنها قرینه یکدیگر باشد.

پ( به کمک شکل توضیح دهید که تابع در چه نقاطی دارای مشتق مثبت و در چه نقاطی مشتق منفی است.

ت( بدون محاسبه و تنها به کمک نمودار شیب های خط های مماس بر منحنی در نقاط 3 و 4 را با هم مقایسه کنید. دلیل شما 
چیست؟

ث( با محاسبه مشتق تابع در نقاط 3 و 4 (f ′(3) وf ′(4)) صحت حدس خود را بررسی نمایید.

( )f x x x= − +2 10
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1   اگر f    ′ (2) ، f   (x)=x2 را به دست آورید و معادله خط مماس بر منحنی f را در نقطه ای به طول 2 بنویسید.

2   نقاط داده شده روی منحنی زیر را با شیب های ارائه شده در جدول نظیر کنید.

 تمرین 

شیبنقطه
-3
-1
0
1
2

1
2

y

A

C
D

E

F

B

x
0

از  را  شده  داده  اعداد  زیر  شکل  در   y = f    (x)  نمودار  برای    3
کوچک ترین به بزرگ ترین مرتب کنید.

A الف( شیب نمودار در نقطه
B ب( شیب نمودار در نقطه
C پ( شیب نمودار در نقطه

 AB ت( شیب خط
    y   =2 ث( شیب خط

 y =x ج( شیب خط
 m6 و … ,     m2 , m1 شیب های داده شده از »الف« تا » ج « را به ترتیب

در نظر بگیرید. 

4  با در نظر گرفتن نمودار f در شکل، نقاط d,c,b,a و eرا با مشتق های 
داده شده در جدول نظیر کنید.

B

A

y

y = x

y = f (x)

x

C

y

x

f

edcba
0

f   ′)x(x

0

0/5

2

-0/5

-2
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 y =f   (x) را روی نمودار G و F,E,D,C,B,A 5   نقاطی مانند
مشخص کنید به طوری که:

الف( A، نقطه ای روی نمودار است که شیب آن منفی است.
ب( B نقطه ای روی نمودار تابع است که مقدار تابع در آن منفی 

است.
بزرگ ترین  که مشتق  منحنی است  نمودار  نقطه ای روی   C پ( 

مقدار را )در بین بقیه این نقاط( دارد. 
ت( D نقطه ای روی منحنی است که مشتق در آنجا صفر است.

مشتق  که  هستند  منحنی  روی  متفاوتی  نقاط   F و   E نقاط  ث( 
یکسان دارند.

ج( G نقطه ای روی منحنی است که مقدار تابع در آنجا مثبت ولی 
مقدار مشتق منفی است.

6   اگر f    ′(0) ، f (x)=-x2+10x را به دست آورید.

نظر  در  روبه رو  منحنی  روی  را   F و  E,D,C,B,A نقاط     7
می گیریم. در مورد شیب منحنی در این نقاط کدام گزاره درست و 

کدام یک نادرست است؟
الف( شیب منحنی در همه این نقاط مثبت است.

mA<mB )ب
mE      < mB <mA )پ

ت( شیب منحنی در نقاط D، F و C منفی است.
mF   < mD <mC )  ث

mC   <  mD   <   mF    <   mE    <   mB   <mA )ج

 f   (4)=25,f   ′(4)=1/5 داریم:  زیر  شکل  در   F تابع  برای    8
با توجه به شکل مختصات نقاط B , A وC را بیابید.

y

x
0

( )y f x=

y

A

C

D
E

F

B

x
0

B

C

4/23/9 4

خط مماس



13 فصل چهارم : مشتق

 f ′ (5) =4  :داشته باشیم f 9  اگر برای تابع
الف( کدام یک از مقادیر زیر به f ′ (5) نزدیک تر است؟

( ) ( )f f−
−

7 5
7 5

 

( / ) ( )
/

f f−
−

5 2 5
5 2 5

 

( ) ( )f f−
−

6 5
6 5

 

ب( اگر بدانیم که علاوه بر این:       f   (5) =  7       مقدار      f    (6)     به کدام یک از مقادیر زیر نزدیک تر است؟

8      ،       11      ،     10    ،    5



در درس گذشته مشتق تابع f در نقطه ای مانند x0 به یکی از دو صورت زیر تعریف شد: 

) ( ) () ( lim
→

+ −′ = 0 0
0

0h

f x h f x
f x

h
   یا     

  

) ( ) () ( lim
→

−′ =
−0

0
0

0x x

f x f x
f x

x x

در صورت وجود حد گفته می شود که f در x0 مشتق پذیر است.
در مطالعه رفتار یک تابع، مشخص کردن نقاطی که تابع در آن نقاط مشتق پذیر نیست هم دارای اهمیت است. 

در فعالیت زیر با یکی از موقعیت هایی که یک تابع در آن مشتق پذیر نیست آشنا می شوید.

2
درس

 مشتق پذیری و پیوستگی

( )شکل زیر( را درنظر می گیریم: (
 ≠= 

=

2 2

1 2

x x
f x

x
تابع  

 فعالیت 

برای بررسی مشتق پذیری این تابع  در x  =2 تعریف مشتق f در x  =2 را به کار می گیریم.

) ( ) () ( lim lim
→ →

− −′ = = =
− −

2

2 2

2 1
2

2 2x x

f x f x
f

x x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

4

3

5

f

y

x



15 فصل چهارم : مشتق

حد صورت کسر برابر 3 است و حد مخرج کسر برابر صفر است. اما وقتی x →2، مخرج کسر با مقادیر متفاوتی به صفر نزدیک 
می شود، داریم:

= حد راست lim
+→

−
= +∞

−

2

2

1

2x

x
x  

= حد چپ lim
−→

−
= −∞

−

2

2

1

2x

x
x  

 
( موجود نیست؟ (′ 2f الف( چرا 

ب( نقطه دیگری )به جز x =2( در نظر بگیرید. آیا تابع در این نقطه مشتق پذیر است؟ پاسخ خود را با پاسخ دوستانتان مقایسه کنید.

کاردرکلاس 

درنظر می گیریم. ) (
 ≤= 

+ >

2 1

1 1

x x
g x

x x
تابع g )شکل زیر( را به صورت 

( موجود نیست؟ (′ 1g چرا 

  ) (′ 1g ( و  (′ 2f توابع f و  g فعالیت و کار در کلاس قبل به ترتیب در x = 2 و x = 1 ناپیوسته بودند و همان گونه که مشاهده کردید، 
موجود نبودند. در ادامه خواهید دید که ناپیوستگی تابع در یک نقطه، یکی از حالت هایی است که موجب می شود تابع در آن نقطه 

مشتق پذیر نباشد. در اینجا یک سؤال مهم مطرح می شود: اگر تابعی در یک نقطه پیوسته باشد، آیا  در آن نقطه مشتق پذیر است؟

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
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مثال بعد نشان می دهد که حتی با وجود پیوستگی تابع در یک نقطه، لزوماً نمی توان مشتق پذیری تابع در آن نقطه را نتیجه گرفت.
( را در x =1 بررسی کنید. ( | |= −f x x2 1  مثال: مشتق پذیری تابع 

) ( ) ( | |) ( lim lim
→ →

− − −′ = =
− −

2

1 1

1 1 0
1

1 1x x

f x f x
f

x x
 

( ناچاریم حدهای راست و چپ را به دست آوریم. (′ 1f برای محاسبه 

= حد راست | |lim lim
+ +→ →

− −
= =

− −

2 2

1 1

1 1
2

1 1x x

x x
x x  

 

= حد چپ
 

 

( موجود نیست. به عبارت دیگر خط مماس بر منحنی در نقطه x = 1 وجود ندارد. اما حدهای یک طرفه فوق را  (′ 1f بنابراین 
می توان با وجود نیم خط های مماس بر منحنی در نقطه x = 1 توجیه کرد. اگر از سمت راست به نقطه x =1 نزدیک شویم، شیب 
نیم خط مماس بر منحنی در این نقطه برابر 2 و اگر از سمت چپ به x = 1 نزدیک شویم، شیب خط مماس بر منحنی در این نقطه 
( نمایش  (−′ 1f ( و  (+′ 1f برابر 2- است. حدهای راست و چپ بالا را به ترتیب مشتق های راست و چپ f در x = 1 می نامیم و با 

می دهیم.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

1

2

3

4

5

-1

y

x

( )f x x= −2 1

( )f x x

x

y

= −2 1

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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3

4

5

-1



17 فصل چهارم : مشتق

در مثال فوق f در x =1 پیوسته است ولی f در x =1 مشتق پذیر نیست. 
نیم خط های مماس راست و چپ را به اختصار، نیم مماس راست و چپ می نامیم.

) (−′ 1f شیب نیم مماس چپ =    ) (+′ 1f در حقیقت: شیب نیم مماس راست = 
معادله این نیم مماس ها نیز به ترتیب 

y = 2x - 2   یا  )y - 0 = 2)x -1    نیم مماس راست  
                                                                                               y =-2x + 2   یا  )y - 0 = -2)x -1    نیم مماس چپ 

می باشند.

کاردرکلاس 

نشان دهید که مشتق f در x = -1 نیز موجود نیست.
در صورت امکان معادله نیم مماس های راست و چپ در x = -1 را بنویسید.

( نمایش می دهیم و آن را به صورت زیر تعریف می کنیم. (−′f a ( و  (+′f a تعریف: مشتق راست و مشتق چپ تابع f در x = a را با 
) ( ) () ( lim

++
→

−′ =
−x a

f x f a
f a

x a
 , ) ( ) () ( lim

−−
→

−′ =
−x a

f x f a
f a

x a
 

یا به طور معادل:
) ( ) () ( lim

++
→

+ −′ =
0h

f a h f a
f a

h
 , ) ( ) () ( lim

−−
→

+ −′ =
h

f a h f a
f a

h0
 

با آنکه پیوستگی یک تابع لزوماً مشتق پذیری آن را نتیجه نمی دهد، امّا عکس آن همواره درست است، به عبارت دیگر:
 قضیه:  اگر تابع f در x = a مشتق پذیر باشد آن گاه f در a پیوسته است.

lim ) ( ) (
→

=
x a

f x f a  اثبات:  کافی است نشان دهیم: 
) ( ) (lim) ) ( ) (( lim)) () ((

→ →

−
− = − =

−x a x a

f x f a
f x f a x a

x a
 

) ( ) (lim) (. lim) ( . ) (
→ →

− ′− = =
−x a x a

f x f a
x a f a

x a
0 0  

lim )چرا؟( ) ( ) (
→

=
x a

f x f a (lim و از آنجا  ) ( ) ((
→

− =0
x a

f x f a بنابراین 

با توجه به این قضیه به طور منطقی می توان نتیجه گرفت که:

اگر تابع f در x = a پیوسته نباشد، آن گاه f در x = a مشتق پذیر هم نیست.
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( موجود نیست. (′ 0g ( و  (′ 0f ( در صفر پیوسته نیستند. بنابراین  ( =g x x ( و  ( =
1

f a
x

 مثال:توابع 

تابع  آن  در  که  می پردازیم  دیگری  حالت  بررسی  به  اکنون 
مشتق پذیر نیست.

( را درنظر می گیریم. مشتق پذیری این تابع  ( = 3f x x تابع 
را در  x = 0 بررسی کنید.

) ( lim lim lim
→ → →

−′ = = = = ∞
1
3

2
3

3

0 0 0

0 1
0

x x x

x x
f

x x x

به  یا چپ  راست  از سمت  وقتی  که  می دهند  نشان  شکل ها 
نقطه صفر نزدیک می شویم خط های قاطع به خط x =0 نزدیک 

می شوند.

-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2
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4

-4

y

x

( )f x
x=

3 4-3 -2 -1 1 2

-2

-1

0

1

2

3

4

-4

-4

-3

y

x

( )f x x=
1
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-4
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4
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= در x = 0 مشتق پذیر نیست و خط x = 0 را مماس قائم منحنی می نامیم. 3y x تابع 

(  در این صورت  خط  x = a  را  ( ) (lim
→

−
= −∞

−x a

f x f a
x a

( یا  ( ) (lim
→

−
= +∞

−x a

f x f a
x a

اگر تابع  f  در x = a پیوسته  باشد  و 

( در این حالت وجود ندارد. (′f a ( می نامیم. بدیهی است  , ) ((a f a مماس قائم بر منحنی f در نقطه 
 به طور خلاصه می توان گفت:

تابع f در x = a مشتق پذیر نیست هرگاه حداقل یکی از شرایط زیر برقرار باشد.
f  1 در a پیوسته نباشد.

.x = a پیوسته باشد و مشتق راست و مشتق چپ در a در f  2
الف( هر دو موجود )متناهی( ولی نابرابر باشند )نقطه گوشه ای(.

ب( یکی متناهی و دیگری نامتناهی باشد.
پ( هر دو نامتناهی باشند )مماس قائم(.

کاردرکلاس 

در هر شکل از بین نقاط x1 و x2 و x3 کدام ها مشتق پذیر نیستند؟

y

x
x2x1 x3

y

x
x2x1 x3

y

x
x2x1 x3

y

x
x2x1 x3x4

y

x
x2x1 x3

y

x
x2x1 x3
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تاکنون با مفهوم مشتق تابع در یک نقطه معین آشنا شده اید. حال به دنبال یافتن رابطه ای بین نقاط متعلق به یک تابع و مشتق تابع 
در آن نقاط هستیم.

تابع f  )x( = x2 را درنظر می گیریم.

تابع مشتق

 فعالیت 

جدول زیر را کامل کنید. )مشتق تابع در برخی نقاط حساب شده اند.(

23
1
2

0-1-2-3x

42 30-4f   ′ (x)

) ( ) () ( lim lim lim ) (
) (→− →− →−

− − −′ − = = = − = −
− − +

2

2 2 2

2 4
2 2 4

2 2x x x

f x f x
f x

x x
 

) ( ) ( ) () () ( lim lim lim
→ → →

− − + −′ = = = =
− − −

2

3 3 3

3 3 3 3
3 2 3

3 3 3x x x

f x f x x x
f

x x x
 

) ( ) () ( lim lim
→ →

−′ = = =
−

2

0 0

0
0 0

0x x

f x f x
f

x x
 

می دانیم مشتق تابع در یک نقطه )در صورت وجود( برابر شیب خط مماس بر منحنی در آن نقطه است و از طرفی مماس بر منحنی در 
هر نقطه یکتاست، بنابراین )x(′  f تابعی از x است.حدس می زنید در چه نقاطی مشتق تابع x2 = )f  )x  وجود دارد؟
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اگر x عضوی از دامنه تابع f باشد، تابع مشتق f در x را با )f  ′)x  نمایش می دهیم و آن را به صورت زیر تعریف می کنیم:
) ( ) () ( lim

→

+ −′ =
0h

f x h f x
f x

h
 

مشروط بر آنکه حد فوق موجود باشد. تمام نقاطی از دامنه f که برای آنها ′  f موجود باشد را دامنه ′  f می نامیم.
به طور مثال برای تابع f  )x( = x2 ، دامنه تابع ′  f، مجموعه اعداد حقیقی است. روش محاسبه ضابطه تابع ′  f نیز در ادامه ارائه 

شده است.

) ( ) ( ) () ( lim lim
→ →

+ − + −′ = =
2 2

0 0h h

f x h f x x h x
f x

h h
 

) (lim lim lim) (
→ → →

+ + − +
= = = + =

2 2 2

0 0 0

2 2
2 2

h h h

x hx h x h x h
x h x

h h
 

بنابراین  f  ′)x( =2 x. همان گونه که قبلاً ذکر شد دامنه تابع ′  f، مجموعه اعداد حقیقی است. به کمک این دستور مقدار مشتق 
در هر نقطه را می توان حساب کرد، به طور مثال:

) (′ − = −
1 2

5 5
f  , ) (′ =7 2 7f  , f  ′)50(= 100  

، تابع مشتق و دامنه آن را به دست آورید. )f  ′)3 را از دو روش به دست آورید:  با استفاده از تابع  ) ( =
1

f x
x

 مثال: اگر 
مشتق و سپس به صورت مستقیم.

0x≠ داریم: } است. اگر  }− 0  حل:  f در صفر ناپیوسته است، بنابراین )f  ′)0 وجود ندارد و دامنه ′  f برابر 

) ( ) () ( lim lim
→ →

−+ − +′ = =
h h

f x h f x x h xf x
h h0 0

1 1

 

= lim lim lim
) ( ) ( ) (→ → →

− − − −
= = = −

+ + + 20 0 0

1 1
h h h

x x h h
hx x h hx x h x x h x  

 

3 4-3 -2 -1 1 2

-2

-1

0

1

2

3

4

-4

-4

-3

y

x

( )f x
x

=
1
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( را نیز به کمک این دستور می توان  ≠0x ( البته مشتق f در هر نقطه دیگر ) ( −′ =
1

3
9

f  با استفاده از دستور فوق داریم: 

، )f  ′)3 را به طور مستقیم نیز می توان حساب کرد: ) (′ − = −
1

2
4

f ( و  ( −′ =
1

5
5

f محاسبه کرد، به طور مثال: 

) ( ) () ( lim
→

−′ =
−3

3
3

3x

f x f
f

x
=

 

) (
lim lim lim
→ → →

−
− − −

= =
−−3 3 3

1 1 3
33 3

33
1

x x x

x
xx x

xx ) (−3 3x x
= −

1

9
 
 

در عمل هنگام حل مسائل با توجه به شرایط هر یک از دو روش فوق ممکن است مورد استفاده قرار گیرد.

( دامنه f و دامنه ′  f  را محاسبه کنید و ضابطه ′  f  را به دست آورید. (
≠

=  =

5 1

2 1

x x
f x

x
اگر 

کاردرکلاس 

اکنون آماده هستیم که برای برخی از توابع، تابع مشتق را محاسبه کنیم.

محاسبه تابع مشتق برخی توابع

1  اگر  x( =c(  f آن گاه 0= )f  ′)x . به عبارت دیگر مشتق تابع ثابت برابر صفر است.

) ( ) () ( lim
→

+ −′ =
0h

f x h f x
f x

h
                

= lim lim lim
→ → →

−
= = =

0 0 0

0
0 0

h h h

c c
h h  

   

 .g  ′)x( =0 و  f  ′)x( =0 آن گاه ) ( = −
2

5
g x به طورمثال اگر f  )x( =7  و 

y

x+hx

( )f x c= ( )f x h c+ =
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. ) ( −′ = 1nf x nx n∋ و f  )x( = x   n آن گاه  2  اگر 
این دستور کاربرد زیادی دارد. قبلاً ثابت کردیم که اگر x( = x2(  f،  آن گاه 2 x= )x(′  f. همچنین اگر x3 = )f  )x، به کمک این 

دستور داریم:
f  ′)x( =3 x2 

 f  )x( = x3 استفاده می کنیم. اگر f  )x( =xn ابتدا این رابطه آخر را ثابت می کنیم و از روش ارائه شده برای اثبات دستور مشتق
داریم:

) ( ) ( ) ( ) ([) ( ) ( ]) ( lim lim lim
→ → →

+ − + − + − + + + +′ = = =
3 3 2 2

0 0 0h h h

f x h f x x h x x h x x h x x h x
f x

h h h
 

[) ( ) ( ]lim lim)) ( ) ( (
→ →

+ + + +
= + + + + = + + =

2 2
2 2 2 2 2 2

0 0
3

h h

h x h x x h x
x h x x h x x x x x

h
 

اکنون اگر f  )x( =xn، محاسبات کمی دشوارتر می شود، اما در عوض دستور مهم تری را ثابت کرده ایم.

) ( ) ( ) () ( lim lim
→ →

+ − + −′ = =
n n

h h

f x h f x x h x
f x

h h0 0
 

=
 

 

= lim[) ( ) ( ) ( ]− − − −

→
+ + + + + + +1 2 2 1

0


n n n n

h
x h x h x x h x x

 
 

= − − − − −+ + + + =1 1 1 1 1




n n n n n

n

x x x x nx
بار

 
f  )x( =xn یک عدد صحیح باشد و n 3  به طور کلی اگر

 f  ′)x( =nxn -1 :آن گاه
) (f x

x
′ = −

2

1 0x≠ قبلاً دیدید که  ( و  ( =
1

f x
x

 مثال: اگر 
اکنون با استفاده از دستور فوق داریم:

) ( ) (f x x f x x x
x x

− − − −′= = ⇒ = − = − = −1 1 1 2
2

1 1  

. ) (f x
x

′ =
1

2
( و x < 0 آن گاه  (f x x= 4 اگر   ٭  

) ( ) ( ) () () ( lim lim lim
h h h

f x h f x x h x x h x x h x
f x

h h h→ → →

+ − + − + − + +′ = = =
0 0 0

 

lim lim
) (→ →

+ −
= =

+ + + +h h

x h x

h x h x x h x x0 0

1 1

2
 

y موردنظر است ، این موضوع باید در ارزشیابی رعایت شود. x= 3 y و  ax b= + ٭ در مورد  توابع رادیکالی در این کتاب فقط مشتق تابع 



24

. ) ( a
f x

ax b
′ =

+2
( و ax+b <0 آن گاه  (f x ax b= + 5  اگر 

) () ( ) () ( lim lim
h h

a x h b ax bf x h f x
f x

h h→ →

+ + − ++ −′ = =
0 0

 

= ) ) ( () ) ( (
lim

) ) ( (h

a x h b ax b a x h b ax b

h a x h b ax b→

+ + − + + + + +

+ + + +0
 

 

= lim
h

ax
→0

ah b+ + ax− b− lim
) ) ( ( ) (h

a a

h a x h b ax b a x h b ax b ax b→
= =

+ + + + + + + + +0 2  
 

) (f x
x

′ =
3 2

1

3
( آن گاه  (f x x= 3 6 اگر 

) ( ) () ( lim lim
h h

f x h f x x h x
f x

h h→ →

+ − + −′ = =
3 3

0 0
 

= ) () ) ( ) ( (
lim lim

) () ) ( ) ( (h h

A

x h x x h x x h x x h x
h Ah x h x x h x x→ →

+ − + + + + + −
= =

+ + + +

32 23 3 3 3

3 32 2 20 03 3

1

3


 

 

 x = a در  نیز  و    f.g  ، f g±  ، ) (k kf∈ توابع  آن گاه  باشند،  مشتق پذیر   x = a در   g و   f توابع  اگر    7
مشتق پذیرند و داریم:

( )الف ( ) ( ) ( ) (f g a f a g a′ ′ ′± = + ( )ب  ( ) ( ) (kf a kf a′ ′=  

( )پ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (′ ′ ′= +fg a f a g a f a g a ( )ت  ( ) ( ) ( ) () ( ) (
) ) ((

′ ′−′ =
f f a g a g a f a

a
g g a 2

 
 

به کمک تعریف مشتق هر یک از روابط بالا را می توان ثابت نمود، اما در این کتاب به اثبات آنها نمی پردازیم.
 مثال: مشتق هر یک از توابع داده شده را به دست آورید.

( )الف ( ) (f x x f x x′= − ⇒ = −4 32 8

3 3
 

( )ب ( ) (g x x x x g x x x′= + − + ⇒ = + −5 3 4 24 2 1 5 12 2  

)x( = )2x3+1()-x2+7x    -2( h )پ ⇒ h′ )x( = 6x2)-x2    +7x       -2( +)2x3+1()-2x +  7(  

( )ت ( ) () ( ) (
) (

x x x x
t x t x

x x

− + − −′= ⇒ =
+ +

2 2

2

4 2 3 1 3 4

3 1 3 1
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1 مشتق تابع های زیر را به دست آورید:

)الف  ) (f x
x

=
1 ( )ب   ( ) (g x x x= +23 5 )پ        ) ( x

h x
x x

=
+ −22 1

 

g  ′)2( = -6     و                g  )2( = 8       و             f  ′)2( = 5       و        f   )2( = 3 2  اگر

) ( ) (f
g

′ 2 مطلوب است  )fg(′ )2(       و       

کاردرکلاس 

مشتق توابع مثلثاتی

توابع x( = sinx(  f و cosx = )g  )x مشتق پذیر هستند و داریم:
f  ′)x( = cosx و g  ′)x( = - sinx  

 اثبات: با استفاده از تعریف مشتق داریم:
) ( ) ( sin) ( sin) ( lim lim

h h

f x h f x x h x
f x

h h→ →

+ − + −′ = =
0 0

 

= sin cos cos sin sin sin )cos ( cos sinlim lim
h h

x h x h x x h x h
h h→ →

+ − − +
=

0 0

1

 
 

= cos sinlim)sin ( lim)cos (
h h

h h
x x

h h→ →

−
+

0 0

1

 
 

در حسابان )1( دیدیم که: 
coslim

h

h
h→

−
=

0

1
0  , sinlim

h

h
h→

=
0

1  
) ( )sin () ( )cos () ( ) ( cosf x x x f x x′ ′= + ⇒ =0 1 بنابراین: 

به طریق مشابه اگر g  )x( = cosx  داریم:
) ( ) ( cos) ( cos) ( lim lim

h h

g x h g x x h x
g x

h h→ →

+ − + −′ = =
0 0

 

= cos cos sin sin cos cos )cos ( sin sinlim lim
h h

x h x h x x h x h
h h→ →

− − − −
=

0 0

1

 
 

)cos ( sinlimcos lim limsin lim
→ → → →

−
−

h h h h

h h
x x

h h0 0 0 0

1  

= )cos () ( )sin () ( sin ) ( sinx x x g x x′− = − ⇒ = −0 1   
با استفاده از دو دستور فوق می توان مشتق بسیاری از توابع مثلثاتی را به دست آورد.
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 مثال: مشتق f  )x( = tgx  را به دست آورید.

sin )cos ()cos ( )sin ()sin () ( tg ) ( tg
cos cos cos

x x x x x
f x x f x x

x x x

+′= = ⇒ = = = +
+

2
2 2

1
1

1
 

کاردرکلاس 

مشتق توابع زیر را به دست آورید.

x( = sinx tgx(  f  )الف (cos )ب  (
sin

x
g x

x
=

−
5

1
 

اگر f و g دو تابع باشند، ترکیب f با g را با fog نمایش می دهیم، در این صورت مشتق تابع مرکب fog در نقطه x از دستور زیر 
به دست می آید:

)fog(′)x( = g′)x(f  ′)g  )x((  
.h′  )x( مطلوب است ،h  )x( = )x2+ 3x +1(7 مثال:  اگر 

h)x( = f  )g  )x(( :آن گاه .g  )x( = x2+ 3x +1 و f )x( = x7 حل:  اگر 
h′)x( = g′)x(f  ′)g  )x(( = )2x   +3( = f  ′)g  )x((  

اگر x( = u(  g آن گاه لازم است که )f  ′)u را پیدا کنیم.
f )u(= u7 ⇒  f  ′)u( = 7u6 = 7)g  )x((6 = 7)x2+ 3x +1(6  

بنابراین:
h′  )x( = )2x    +   3 ( )7(  )x2+ 3x +1(6  

دستور فوق را به صورت زیر نیز می توان ارائه کرد:
اگر u تابعی از x و f تابعی از u باشد: 

y = f )u( ⇒  y′= u′f  ′)u(  
 مثال:  مشتق تابع y = sin2x را به دست آورید.

 حل: با فرض sinx = u داریم: y = u2 و از آنجا:
y′ = u′ . 2u = )cosx()2()sinx( = 2sinx cosx  

مشتق تابع مرکب / قاعده زنجیری
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مشتق تابع های زیر را به دست آورید.

                                             )x( = )x2+1(3)5x -1(  f )الف
 

  x( = cos3x(  g )ب

کاردرکلاس 

تابع f روی بازه )a , b( مشتق پذیر است هرگاه، در هر نقطه این بازه مشتق پذیر باشد. 
تابع f روی بازه ]a , b[ مشتق پذیر است، هرگاه f در بازه )a , b( مشتق پذیر باشد و در نقطه a مشتق راست و در b مشتق چپ 

داشته باشد.

مشتق پذیری روی یک بازه

مشتق پذیری روی بازه های )a , b[ و ]a , b( را به طور مشابه تعریف کنید.
تابع f روی بازه )a , b[ مشتق پذیر است هرگاه …

تابع f روی بازه ]a , b( مشتق پذیر است هرگاه  …

کاردرکلاس 

باشد،  مشتق پذیر  حقیقی  عدد  هر  در   f و   fD =  اگر 
گوییم f روی بازه )∞+, ∞-( پیوسته است.

درنظر  را   ) ( x x
f x

x x

 − ≤ ≤= 
+ >

2 2 1

1 1
تابع  مثال:   

می گیریم.

f روی بازه های ]1 , 2-[ و )∞ ,1( مشتق پذیر است. ولی 
f روی بازه ]2 , 1[ مشتق پذیر نیست )چرا؟(

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
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0

1

2

3

4
y

x
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. مشتق پذیری f را روی بازه های ]1 , 1-[، )5 , 2( و ]0 , 2-[ بررسی کنید. ) (

x x

f x x x

x x

+ < −


= − − ≤ <
− + < <

2

2 4 1

1 1 2

5 2 5

اگر 

کاردرکلاس 

مشتق مرتبه دوم و سوم

مشتق تابع )x(  y = f با نماد )x(′  y′ = f نمایش داده شد. به همین ترتیب مشتق مرتبه دوم )x(  y = f را به )y″ = f  ″)x نمایش 
می دهیم و برای محاسبه آن از تابع )x(′  y′ = f نسبت به x مشتق می گیریم. مشتق مرتبه سوم )y  ‴ = f   ‴)x نیز به طریق مشابه تعریف 

می شود.
 مثال: اگر y = 3x4 + 2x2 -1 آن گاه:

y′ = 12x3 + 4x , y″ = 36x2 + 4 , y  ‴ = 72x  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
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1  دو تابع مختلف مانند f و g مثال بزنید که هر دو در x = 2 پیوسته باشند ولی در این نقطه مشتق پذیر نباشند.

2   با محاسبه مشتق راست و مشتق چپ توابع داده شده در نقطه A، نشان دهید که این توابع در نقطه A مشتق پذیر نیستند.

 تمرین 

 ) (

x x

f x x x

x x

− <


= ≤ ≤
 + >

2

5 4 0

0 3

6 3

3  اگر      

الف( نمودار تابع f را رسم کنید.                                   ب( نشان دهید که )0(′  f و )f  ′)3 وجود ندارند.
پ( ضابطه تابع مشتق را بنویسید.                                 ت( نمودار تابع ′  f را رسم کنید.

 4
 الف( نمودار تابعی را رسم کنید که مشتق آن در یک نقطه برابر صفر شود.

ب( نمودار تابعی را رسم کنید که مشتق آن در x = 2 برابر 3 شود.
پ( نمودار تابعی را رسم کنید که مشتق آن در تمام نقاط مثبت باشد.

ت( نمودار تابعی را رسم کنید که مشتق آن در تمام نقاط یکسان باشد.

-4 -3 -2 -1 1 2 3

-1

0

1

2

3

4
y

x

y x= 2y x=

( , )A 0 0
3 4-3 -2 -1 1 2

-1

0

1

2

3

4
y

x

y x= 1y 1= ( , )A 1 1

-1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5 6

y

x

x
y =

y
x=

1
2

( , )A 4 2
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  5
الف( با استفاده از نمودار تابع x2+ 2x +3 = )x( f )شکل 

مقابل( مقادیر زیر را به ترتیب صعودی مرتب کنید.
f  ′)2( و f  ′)-1( و f  ′)0( و f  ′)3(

ب( صحت ادعای خود در )الف( را با محاسبه مشتق تابع 
f )x( = x2+ 2x +3 بررسی کنید.

پ( تابع مشتق را رسم کنید.

6   ثابت کنید که مشتق تابع y = mx + h شیب خط y = mx + h است.

7   سه تابع مختلف مثال بزنید که مشتق آنها با هم برابر باشند.

8  اگر |f )x( = |x2-4. به کمک تعریف مشتق، مشتق پذیری f را در نقاط 2 و 2- بررسی و نمودار ′  f را رسم کنید.

9   نمودار توابع f و g و h و t را به نمودار مشتق آنها، نظیر کنید.
y

x
0

y

x
0

y

hgf
t

x
0

y

x
0

y

x
0

y

x
0

y

x
0

y

x
0
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y
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10   نمودار توابع f و g را در شکل زیر درنظر بگیرید.
h ′)3( و h ′)2( ،h ′)1( مطلوب است )الف

k ′)3( و k ′)2( ،k ′)1( ،مطلوب است ) () (
) (

f x
k x

g x
= ب( اگر 

 )3f +2g( ′)1( و )f + g( ′)1( ،مطلوب است g ′)1( = 5 و  f  ′)1( = 3  11    اگر

y

x
0

y

x
0

الف ب

12  با استفاده از جدول زیر مشخص کنید که 
کدام یک از دو نمودار داده شده، می تواند ′  f را 

نمایش دهد.

13  مشتق توابع داده شده را بیابید.

x( = )3x2 -4()2x - 5(3(  f )الف ( ) پ  ( ) () (f x x x= + +33 2 1  

( )ب ( x x
f x

x
− +

=
− +

2 3 1

3 2
( )ت  ( x

f x
x

−
=

9 2  

14  مشتق توابع مثلثاتی زیر را به دست آورید.

x( =sin3x + cos2x(  f )الف x( = tg2x - 2cosx(  f )پ   

(sin )ب (
sin

−
=

+
x

f x
x

1

1
x( =sinx cos2x(  f )ت   

43/532/521/510/50x

268257237210177139985510f  (x)

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
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با مفهوم سرعت متوسط در فیزیک آشنا شده اید. اگر اتومبیلی در 
4 ساعت  در طی  را  کیلومتر  مسافت 280  راست  امتداد یک خط 
کیلومتر   =

280
70

4
زمان  این  طی  در  آن  متوسط  سرعت  کند  طی 

در  اتومبیل  است  ممکن  که  می دانید  حال  این  با  است.  ساعت  بر 
لحظات مختلف سرعت های متفاوتی داشته باشد. همچنین می دانید 
سرعت  به  کوچک  خیلی  زمانی  بازه  بک  روی  متوسط  سرعت  که 
مورد حرکت  در  زمان  ــ  مکان  نمودار  اگر  نزدیک است.  لحظه ای 
یک اتومبیل را داشته باشیم، سرعت متوسط اتومبیل بین هر دو لحظه 
دلخواه، برابر شیب خطی است که نمودار مکان ــ زمان را در آن دو 

لحظه قطع می کند.

همچنین سرعت لحظه ای در هر لحظه دلخواه t، برابر شیب خط 
آنچه که در درس های  با  تعریف شد.  آن لحظه  نمودار در  بر  مماس 
همان   t لحظه  در  سرعت  که  گفت  می توان  کردید،  ملاحظه  گذشته 
مقدار مشتق تابع )مکان ــ زمان( در لحظه t است. مفهوم مشتق را 
در بسیاری از پدیده های دیگر نیز می توان مشاهده کرد. ابتدا در مورد 

سرعت متوسط و سرعت لحظه ای به ذکر مثالی خواهیم پرداخت.

معادله  طبق  راست  خط  یک  امتداد  در  خودرویی  مثال:   
d (t)=-5t2+20t حرکت می کند. t ≤5 ≥٠ با در نظر گرفتن نمودار 

مکان ــ زمان:

الف( سرعت متوسط خودرو را در بازه های زمانی ]1,2[، ]1,1/5[ 
و ]1,1/4[ به دست آورید.

3
درس

آهنگ تغییر متوسط و آهنگ تغییر لحظه ای
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ب( اگر به همین ترتیب بازه های کوچک تری مانند ]1,1/3[ و ]1,1/2[ و... اختیار کنیم، سرعت متوسط در این بازه ها به چه 
چیزی نزدیک می شود؟

پ( سرعت لحظه ای را با استفاده از مشتق تابع d در t  =1 به دست آورید.
ت( سرعت لحظه ای در t  =2 و t  =3 چقدر است؟

 حل:
 الف(

= سرعت متوسط در بازه ]1,2[ ( ) ( )d d− −
= =  

−
2 1 20 15

5
2 1 1

m
s

) = سرعت متوسط در بازه ]1,1/5[ / ) ( ) /
/

d d−
= =  

−
1 5 1 15

7 5
1 5 1 2

m
s

) = سرعت متوسط در بازه ]1,1/4[ / ) ( ) / /
/ / /

d d− −
= = =  

−
1 4 1 18 2 15 3 2

8
1 4 1 0 4 0 4

m
s

ب( اگر به همین ترتیب بازه های کوچک تری اختیار کنیم، سرعت متوسط به سرعت لحظه ای نزدیک می شود.
d  ′(t)=-10t +20 , d  ′(1)=10 )پ

d  ′(2)=0 , d  ′(3)=-10 )ت
سرعت در لحظه t  =2 ، صفر است و مماس بر منحنی در این نقطه موازی محور xهاست و خودرو ساکن است. مقدار سرعت 
در لحظه های t  =1 و t  =3 برابر است ولی علامت منفی در مورد f   ′(2) نشان می دهد که جهت حرکت در t  =3 برخلاف جهت 

حرکت در t  =1 است.
به جز مفهوم سرعت در مطالعه، پدیده های زیاد دیگری که در قالب یک تابع نمایش داده می شوند با موضوع نسبت تغییر متغیر 
وابسته به متغیر مستقل مواجه می شویم. نسبت تغییرات دما به تغییرات زمان و جمعیت نسبت به زمان نمونه های دیگری از تغییرات 

هستند. به طور کلی آهنگ تغییر متوسط یک تابع را در بازه ای مانند ]a , a+h[ به شکل زیر تعریف می کنیم:

]a , a+h[ در بازه f آهنگ تغییر متوسط تابع = ( ) ( )f a h f a
h

+ −

همچنین آهنگ تغییر لحظه ای تابع f را به صورت زیر تعریف می کنیم:

x   =a در نقطه f آهنگ تغییر لحظه ای تابع = ( ) ( )lim ( )
h

f a h f a
f a

h→

+ − ′=
0

آهنگ تغییر متوسط با شیب خط قاطع و آهنگ تغییر لحظه ای با مفهوم مشتق در آن نقطه متناظراند.
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1  نمودار زیر موقعیت یک ذره را در لحظه t نمایش می دهد. مقادیر زیر را از کوچک به بزرگ مرتب کنید:

t    = 3 و t    =1 سرعت متوسط بین A

t   =6 و t   = 5  سرعت متوسط بین B

t   =1 سرعت لحظه ای در C

t   =3 سرعت لحظه ای در D

t  =   5 سرعت لحظه ای در E

t   = 6  سرعت لحظه ای در F

2  کدام یک از نمودارهای داده شده دارای این خاصیت است:
.x 0[ بزرگ تر است از آهنگ تغییر لحظه ای در,  x[ آهنگ تغییر متوسط روی ،x برای همه مقادیر

کاردرکلاس 
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) قد متوسط کودکان را برحسب سانتی متر  )f x x= +7 آهنگ رشد: همان گونه که در حسابان )1( ملاحظه کردید تابع 50
تا حدود 60 ماهگی نشان می دهد، که در آن x تعداد ماه های پس از تولد است.

آهنگ متوسط رشد در بازه زمانی ]0,60[ چنین است:
سانتی متر

ــــــــــــــــــــــ
ماه

( ) ( ) /f f− + −
= =

−
60 0 7 60 50 50

0 9
60 0 60

9 سانتی متر در هر ماه است.

10
یعنی در طی 5 سال رشد متوسط قد به اندازه 

کاربردهایی دیگر از آهنگ تغییر متوسط و آهنگ تغییر لحظه ای

کاردرکلاس 

الف( آهنگ رشد متوسط در بازه زمانی ]0,25[ چقدر است؟

ب( آهنگ تغییر لحظه ای قد کودک را در 25 ماهگی و 49 ماهگی، با هم مقایسه کنید. کدام یک بیشتر است؟

پ( اگر علی در 16 ماهگی 80 سانتی متر قد داشته باشد و قد او در 36 ماهگی 95 سانتی متر باشد، آهنگ تغییر متوسط رشد او 
را با آهنگ تغییر متوسط استاندارد )نمودار بالا( مقایسه کنید.

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 600
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+

7
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آهنگ )نرخ( باروری: نمودار زیر روند رو به کاهش نرخ باروری در کشورمان را در طی نیم قرن نمایش می دهد. آهنگ تغییر 
متوسط باروری در بازه زمانی ]1339,1389[ برابر است با:

/ / /− −
= = −

−
1 6 7 5 4

0 108
1389 1339 50

آهنگ تغییر متوسط باروری در بازه زمانی ]1364,1379[ را به دست آورید. بازه زمانی را مشخص کنید که در آن آهنگ تغییر 
متوسط باروری مثبت باشد.

1339 1344 1349 1354 1359 1364 1369 1374 1379 1384

1/67
2010

1389

Iran

0

1

2

3

4

5

6

7

به طور  زمین  سطح  از  را  جسمی  مثال:   
طرف  به  حرکت  جهت  می کنیم.  پرتاب  عمودی 
بالا را مثبت در نظر می گیریم. فرض کنیم ارتفاع 
معادله  از  لحظه  هر  در  زمین  از سطح  این جسم 
مثال  به طور  می آید.  به دست   h(t )=-5t2+40t

2 ثانیه پس از پرتاب این جسم در ارتفاع 60 متری 
از سطح زمین است.

به هر حال جسم پس از مدتی به زمین برمی گردد. 
نمودار مکان ــ زمان حرکت این جسم در شکل 

نشان داده شده است.

میانگین تعداد فرزندان متولد شده به ازای هر مادر ایرانی

سرعت متوسط و سرعت لحظه ای

ین 
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ت ج
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t ت
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اگر سرعت متوسط این جسم در بازه های زمانی ]0,2[ , ]1,2[ , ]2,3[ و ]3,4[ به ترتیب با v3 , v2 , v1 و v4 نمایش دهیم داریم:
( ) ( )h h

v
−

= = =  
−1

2 0 60
30

2 0 2
m/s

 

( ) ( )h h
v

−
= =  

−2
2 1

30
2 1

m/s

( ) ( )h h
v

− −
= = =  

−3
3 2 75 60

15
3 2 1

m/s
 

v
−

= =  4
80 75

5
1

m/s

سرعت لحظه ای در زمان های t  =3 ، t  =2 ، t  =1 و t  =4 با استفاده از مشتق تابع h چنین به دست می آید:

f  (t )=-5t2+40t ⇒ f   ′(t )= -10t +40

f   ′(1 )= 30m/s    ,    f   ′(2 )= 20m/s    ,    f   ′(3 )= 10m/s    ,    f   ′(4 )= 0 m/s
 

در t  = 4 جسم به بالاترین ارتفاع خود از سطح زمین )80 متر( می رسد و در این لحظه سرعت آن برابر صفر )متر بر ثانیه( می شود. 

) و  ) ( )h h− −
= = −  

−
5 4 75 80

5
5 4 1

m/s سپس جسم شروع به حرکت به طرف زمین می کند. سرعت متوسط در بازه ]4,5[ برابر 

سرعت لحظه ای در t =5 برابر f   ′(5 )= -10m/s است. علامت منفی نشان می دهد که حرکت جسم رو به پایین است.

با توجه به مثال قبل:
الف( سرعت جسم هنگام پرتاب و هنگام برخورد به زمین را به دست آورید.

ب( سرعت متوسط جسم را در بازه زمانی ]5,8[ به دست آورید.

پ( لحظاتی را معلوم کنید که سرعت جسم m/s 35 و m/s 35- است.

کاردرکلاس 
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1  جدول زیر درجه حرارت T )سانتی گراد( را در شهری از ساعت 8 صبح تا 18 عصر در یک روز نشان می دهد.

h ساعت18171615141312111٠98

T درجه حرارت91٠131517181917141311

 تمرین 

1

0/1

0/2

0/3

2 3 4 5 6

A

t

B

3  نمودار روبه رو نمایش میزان فروش تعداد نوعی کالا )  N( پس 
از صرف t میلیون تومان هزینه برای تبلیغ است.

الف( آهنگ تغییر N برحسب t را وقتی t از 0 تا 1، 1 تا 2، 2 تا 3 
و 3 تا 4 تغییر می کند را به دست آورید.

افزایش   t مقادیر  که  وقتی  تغییرات  آهنگ  چرا  شما  نظر  به  ب( 
1می یابند، در حال کاهش است؟ 2 3 40

100

200

300

400

500

600

700

t

N

( , )1 300

( , )2 480

( , )3 600

( , )4 700

هزینه )میلیون تومان(

آهنگ تغییر متوسط درجه حرارت نسبت به زمان را:
الف( از ساعت 8 تا ساعت 16 به دست آورید.

را چگونه  پاسخ  آورید.  به دست  تا ساعت 18  از ساعت 12  ب( 
تفسیر می کنید.

آلوده  ویروس  وسیله یک  به  که  از جمعیت یک شهر  2  کسری 
شده اند برحسب زمان )هفته( در نمودار روبه رو نشان داده شده است.

الف( شیب های خطوط A و B چه چیز هایی را نشان می دهند.
 t  =3 یا t  =2 ، t  =1 ب( گسترش آلودگی در کدام یک از زمان های

بیشتر است؟
پ( قسمت ب را برای t  =5 ، t  =4 و t  =6 بررسی کنید.

کسری از جمعیت که آلوده شده اند

هفته

شده
ته 

وخ
 فر

ای
ده

واح
اد 

تعد
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4 معادله حرکت متحرکی به صورت f  (t )=t2-t +10 برحسب متر در بازه زمانی ]t  ( ]0,5 برحسب ثانیه( داده شده است. در 
کدام لحظه سرعت لحظه ای با سرعت متوسط در بازهٔ زمانی ]0,5[ با هم برابرند.

5 توپی از یک پل به ارتفاع 11 متر به هوا پرتاب می شود. f  (t ) نشان دهنده فاصله توپ از سطح زمین در زمان t است. برخی 
از مقادیر f  (t ) در جدول زیر نمایش داده شده است.

٠/6٠/5٠/4٠/3٠/2٠/1٠t            s ثانیه
18/417/416/315/113/812/411f   (t  )       m متر

بر اساس جدول کدام یک از مقادیر زیر می تواند سرعت توپ را هنگامی که در ارتفاع نظیر زمان 0/4 ثانیه، است نشان دهد؟

14/91m/s )ب  1/23m/s )الف
1603m/s )د  11/5m/s )ج

 . ( )f ′ ≈ −0 6 6  با توجه به مقادیر داده شده برای تابع f در جدول زیر، ′   f را برای نقاط داده شده تخمین بزنید. به طور مثال 
بقیه جدول را کامل کنید.

3٠151٠5٠x

4٠46557٠1٠٠f   (x  )

-6f   ′(x  ) مقدار تقریبی

7 از سه دانش آموز خواسته شد که با استفاده از جدول زیر مقداری تقریبی برای f   ′(4  ) ارائه کنند. راه حل های سه دانش آموز 
در ادامه داده شده اند.

654321x

5/754/54/24/14/2f   (x  )

( ) ( )( ) /f f
f

−′ ≈ =
−

5 4
4 0 5

5 4
دانش آموز اول: 

( ) ( )( ) /f f
f

−′ ≈ =
−

4 3
4 0 3

4 3
دانش آموز دوم: 

/ /( ) /f
+′ ≈ =

0 5 0 3
4 0 4

2
دانش آموز سوم: 

الف( نمودار f را رسم کنید و نشان دهید که این سه مقدار چگونه روی نمودار مشخص می شوند.
ب( از نظر شما کدام پاسخ صحیح تر است؟
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8 کدام یک از عبارات زیر درست و کدام یک نادرست است:
الف( آهنگ تغییر متوسط تابعی مانند f در بازه ]0,1[ همیشه کمتر از شیب آن منحنی در نقطه صفر است.

ب( اگر تابعی صعودی باشد، آهنگ تغییر متوسط آن هم، همواره صعودی است.
f    (a  )=و هم ٠ f   ′(a  )=پ( نمی توان تابعی را یافت که برای آن هم ٠

) گرم است. )m t t t= + 32 9  یک توده باکتری پس از t ساعت دارای جرم 
الف( جرم این توده باکتری در بازه زمانی t ≤4 ≥3 چند گرم افزایش می یابد؟

ب( آهنگ رشد جرم توده باکتری در لحظه t =3 چقدر است؟

10  گنجایش ظرفی 40 لیتر مایع است. در لحظهٔ t  =0 سوراخی در ظرف ایجاد می شود. اگر حجم مایع باقی مانده در ظرف پس 
) به دست آید: )t

V = − 2401
100

از t ثانیه از رابطه 
الف( آهنگ تغییر متوسط حجم مایع در بازه زمانی ]0,1[ چقدر است؟

ب( در چه زمانی، آهنگ تغییر لحظه ای حجم برابر آهنگ تغییر متوسط آن در بازه ]0,100[ می شود؟



1 اکسترمم های یک تابع و توابع صعودی و نزولی
2 جهت تقعر نمودار یک تابع و نقطهٔ عطف آن

3 رسم نمودار توابع

کاربردهای مشتق

فصل
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نمودار زیر، نمودار تابع تغییرات دمای هوای یک شهر در دو شبانه روز متوالی است. اگر x زمان و y دما 
باشد؛ بیشترین و کمترین دما در این 48 ساعت در چه زمان هایی بوده است و مقدار آنها چند است؟

1
درس

اکسترمم های یک تابع و توابع صعودی و نزولی

)نقاط یک  آنها  نقاط اطراف  تابع در  به مقادیر  آنها نسبت  تابع در  به گونه ای هستند که مقدار   d و   b نقاط 
همسایگی حول آنها( بیشتر است، بدین خاطر اصطلاحاً گفته می شود تابع در این نقاط »ماکزیمم نسبی« دارد.

نقاط a و c به گونه ای هستند که مقدار تابع در آنها نسبت به مقادیر تابع در نقاط اطراف آنها کمتر است، لذا 
اصطلاحاً گفته می شود تابع در این نقاط »مینیمم نسبی« دارد. به طور دقیق تر می توان گفت: 

تعریف: 
اگر بازه ای مانند I ⊆ Df شامل نقطهٔ c وجود داشته باشد که 

الف( به ازای هر x متعلق به I داشته باشیم f   (x) ≤ f  (c)، در این صورت f  (c) را یک ماکزیمم نسبی 
تابع f می نامیم.

ب( به ازای هر x متعلق به I داشته باشیم f   (x) ≥ f  (c)، در این صورت f  (c) را یک مینیمم نسبی تابع 
f می نامیم.

36 42396 12 18 243 9 15 21 3027 33 45 48
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دقت کنید که در نمودار، مقادیر ماکزیمم نسبی برابر 25 و 27 هستند و نقاط ماکزیمم نسبی نقاط )25 و 15( و )27 و 39( هستند 
و یا به عبارتی مقادیر ماکزیمم های نسبی در نقاطی به طول x = 15 و x = 39 اتفاق افتاده اند. مشابه همین مطلب را برای مینیمم های 

نسبی این تابع بیان نمایید.
 I ٔدر بازه f در بسیاری از مسائل فقط بیشترین و کمترین مقدار یک تابع در یک بازه اهمیت دارد. به بزرگ ترین مقدار تابع
»ماکزیمم مطلق« این تابع در این بازه می گوییم. همچنین به کوچک ترین مقدار تابع f در بازهٔ I »مینیمم مطلق« این تابع در این بازه 
می گوییم. بنابراین نقاط ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق تابع f در بازهٔ I به ترتیب »بالاترین« و »پایین ترین« نقطهٔ نمودار تابع در آن 
بازه هستند  و  زمانی که می گوییم ماکزیمم مطلق تابع  f در نقطهٔ x = a )منظور نقطه ای از تابع به طول x = a است( اتفاق افتاده 
 x ∈ I نقطهٔ  ماکزیمم  مطلق تابع  بر بازهٔ مورد نظر است.  به عبارتی  برای هر ( ), ( )a f a است یعنی f  (a) مقدار  ماکزیمم مطلق و 
داریم f   (x) ≤ f   (a). همچنین وقتی می گوییم مینیمم مطلق تابع f در نقطهٔ x = a اتفاق افتاده است یعنی f  (a) مقدار مینیمم مطلق و 

) نقطهٔ مینیمم مطلق تابع بر بازهٔ مورد نظر است. ), ( )a f a

 توجه: گوییم تابع f در نقطهٔ x = c اکسترمم نسبی دارد هرگاه در این نقطه ماکزیمم نسبی یا مینیمم نسبی داشته باشد و اگر 
در نقطهٔ x = c ماکزیمم مطلق یا مینیمم مطلق داشته باشد می گوییم در آن نقطه اکسترمم مطلق دارد.

کاردرکلاس 

1  در هر یک از نمودارهای زیر مقدار ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق و همچنین طول نقاط ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق را 
مشخص نمایید.

y

x
a b c d e a b c d a b c d e f0

y

x
0

y

x
0

( )y f x=

( )y   g x=

( )y   h x=

)الف( )ب( )پ(
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2  دقت کنید که با توجه به تعریف، نقطهٔ ماکزیمم نسبی یا مینیمم نسبی به گونه ای است که تابع در یک همسایگی اطراف آن تعریف 
شده است اما نقطهٔ ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق لازم نیست حتماً در چنین شرطی صدق کند. حال با توجه به این مطلب در هر 

نمودار زیر، نقاط ماکزیمم و مینیمم نسبی و ماکزیمم و مینیمم مطلق را مشخص نمایید.

4 نمودار یک تابع را رسم کنید که در (4 , 2) ماکزیمم نسبی و در (2 , 4) مینیمم نسبی دارد.

3 در هر یک از نمودارهای زیر ابتدا 
مقادیر و طول نقاط اکسترمم های نسبی 
تابع را و سپس اکسترمم های مطلق را 

مشخص نمایید.
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5  تابع f   (x) = x2 را در نظر بگیرید.
الف( مقادیر ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق تابع f را در بازه های 

]1 , 0[ و (1 , 0) بررسی کنید.
 مشخص نمایید. ب( اکسترمم های مطلق تابع f را بر 

1  در نمودار زیر تمام جاهایی که مماس افقی وجود دارد؛ یعنی تمام جاهایی که مشتق در آنها وجود دارد و برابر صفر است 
مشخص شده اند. به سؤالات زیر پاسخ دهید.

 فعالیت 

الف( تمام نقاط اکسترمم نسبی را مشخص نمایید.
ب( تمام نقاطی که مشتق در آنها وجود ندارد را مشخص نمایید.

پ( تمام نقاطی که مشتق برابر صفر است را بنویسید.
ت( آیا در همهٔ نقاط اکسترمم نسبی مشتق وجود دارد؟

ث( در اکسترمم های نسبی که مشتق در آنها وجود دارد، مقدار این مشتق چند است؟
ج( آیا امکان دارد در نقطه ای مشتق برابر صفر باشد ولی آن نقطه اکسترمم نسبی نباشد؟

چ( آیا امکان دارد در نقطه ای مشتق وجود نداشته باشد ولی آن نقطه اکسترمم مطلق باشد؟
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2  سعی کنید نمودارهای دیگری رسم کنید که در آنها نقاط اکسترممی باشد که مشتق در این نقاط موجود باشد )خط مماس بر 
منحنی در نقاط اکسترمم وجود داشته باشد(. مقدار مشتق در این نقاط اکسترمم چند است؟

3  با توجه به آنچه در قسمت های 1 و 2 دیدید، کدام یک از موارد زیر درست است؟
f    ′(c) = 0 ⇐ موجود است f    ′(c) طول یک نقطهٔ اکسترمم است و x = c )الف
f    ′(c) = 0 ⇒ ب( x = c طول یک نقطهٔ اکسترمم است 

⇒        f    ′(c) وجود ندارد. پ( x = c طول یک نقطهٔ اکسترمم است 

تابع  یک  نمودار  روبه رو  شکل    1
پیوسته را نشان می دهد.

 فعالیت 

الف( وجود ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق را برای تابع f در بازه های بستهٔ زیر بررسی کنید.

]16 , 20[         ,         ]10 , 13[         ,         ]13 , 15[         ,         ]5 , 10[         ,         ]-1 , 0[

ب( وجود هر یک از مقادیر ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق را برای تابع f در بازه های باز زیر بررسی کنید.

(16 , 20)         ,         (10 , 13)         ,         (13 , 15)         ,         (5 , 10)         ,         (-1 , 0)

2  با توجه به آنچه در قسمت 1 مشاهده کردید کدام یک از موارد زیر نمی تواند درست باشد؟
الف( هر تابع پیوسته بر یک مجموعهٔ بسته دارای اکسترمم های مطلق است.

ب( هر تابع پیوسته بر یک مجموعهٔ باز دارای اکسترمم های مطلق است.
با توجه به آنچه در فعالیت قبل مشاهده کردید، قضیهٔ زیر را بدون اثبات می پذیریم.

قضیه: اگر تابع f در بازهٔ بستهٔ ]a , b[ پیوسته باشد، آن گاه این تابع در این بازه هم مقدار ماکزیمم مطلق و هم مقدار 
مینیمم مطلق دارد.

5432 7 9 111 6 8 10 1312 14 18 201915 1716-1-5 0

y

( )y f x=



7 فصل پنجم : کاربردهای مشتق

با توجه به آنچه تا به حال ملاحظه کردیم، اکسترمم های مطلق تابع یا در »نقاط ابتدا و انتهای بازه« هستند، یا در اکسترمم های نسبی 
تابع و یا در نقاط دیگری که تابع در آنها مشتق پذیر نیست. از طرفی دیدیم که در اکسترمم های نسبی یا »مشتق تابع وجود ندارد« و 
یا »مشتق وجود دارد و برابر صفر است«. بنابراین اکسترمم های مطلق تابع را باید در بین نقاطی بررسی کنیم که یکی از سه ویژگی 

زیر را داشته باشند:
1 نقاطی که مشتقِ تابع در آنها وجود ندارد.
2  نقاطی که مشتق در آنها برابر صفر است.

3 نقاط ابتدایی و انتهایی بازهٔ مورد نظر.
مجموعهٔ حاصل از اجتماع نقاط دو دستهٔ )1( و )2( را »نقاط بحرانی« می نامیم و برای یافتن نقاط اکسترمم مطلق ابتدا این 
نقاط بحرانی را مشخص می نماییم. در این صورت از بین تمام نقاط بحرانی و نقاط انتهایی بازه، نقطه یا نقاطی که بیشترین مقدار 
تابع در آنها اتفاق می افتد نقاط ماکزیمم مطلق تابع و مقدار تابع در این نقاط مقدار ماکزیمم مطلق تابع است. همچنین در بین 
نقاط مذکور نقطه یا نقاطی که کمترین مقدار تابع در آنها اتفاق می افتد نقاط مینیمم مطلق تابع و مقدار تابع در این نقاط مقدار 

مینیمم مطلق تابع است.

) را در بازهٔ ]2 , 2-[  ) = −f x x x31
3

 مثال: اکسترمم های مطلق تابع 
بیابید.

 حل:  بنابر آنچه گفته شد باید نقاط بحرانی، یعنی نقاطی که مشتق در آنها 
وجود ندارد یا برابر صفر است را مشخص نماییم.

بنابراین باید در بازهٔ (2 , 2-) به دنبال نقاطی باشیم که تابع در آنها مشتق نداشته 
باشد و یا مشتق در آنها برابر صفر باشد. اما f در تمام بازهٔ (2 , 2-) مشتق پذیر 
است و داریم f    ′(x) = x2 - 1 و مقدار ′    f در x = ±1 برابر صفر می شود یعنی 

 .f    ′(-1)  =  0 و f    ′(1) = 0 داریم
بنابراین x = ±1 طول نقاط بحرانی و x = ±2 طول نقاط انتهایی بازه هستند و 

از آنجا که داریم:

( )− = −f
2

2
3

 ( )− =f
2

1
3

 ( ) = −f
2

1
3

 ( ) =f
2

2
3

− و نقاط ماکزیمم نقاط به طول x = -1 و x = 2 و نقاط  2
3

2 و 
3

لذا مقادیر ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع بر این بازه به ترتیب برابر 
مینیمم نقاط به طول x = 1 و x = -2 است.
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 مثال: به مقادیر ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق تابع f با ضابطه |f   (x) = |x2 - 1 را روی بازه ]2 , 2-[ پیدا کنید.

c نقاط انتهایی بازه اند. برای یافتن نقاط اکسترمم مطلق، باید به دنبال نقاط بحرانی باشیم، یعنی نقاطی مانند x = ±2 حل: نقاط 
که برای آنها f    ′(c)   =   0 یا f    ′(c) وجود نداشته باشد. لذا باید مشتق پذیری تابع f در نقاط بازه بررسی شود. اما داریم: 

( )
x x x

f x
x x

< − <′ = − − < <

2 1 1

2 1 1

یا و    لذا   ( ) | |
 − ≤ − ≤= − = 
− − ≤ ≤

x x x
f x x

x x

2
2

2

1 1 1
1

1 1 1

یا

( )f−′ − = −1 2  ,  ( )f+′ − =1 2  ,  ( )f−′ = −1 2  ,  ( )f+′ =1 2 و 

x = ±1 و x = 0 مقدار صفر می گیرد. لذا نقاط x = 0 ٔتنها در نقطه f    ′ مشتق پذیر نیست و از طرفی x = ±1 در نقاط f بنابراین تابع 
نقاط بحرانی این تابع اند و با بررسی مقدار تابع در این نقاط و نقاط انتهایی بازه، به سادگی مشخص می شود که مینیمم مطلق تابع در 

دو نقطهٔ x = ±1 است و مقدار آن برابر صفر است و ماکزیمم مطلق در نقاط x = ±2 و مقدار آن برابر 3 است.

1ــ هر اینچ تقریباً معادل 2/54 سانتی متر است.

بریدن مربع های همنهشت از چهار گوشه  با  یک سازنده قوطی حلبی،  مثال:   
آن، قوطی های  بردن چهار طرف  بالا  و  اینچ  و 15  اینچ1  ابعاد 8  به  ورق های حلبی 
ممکن  مقدار  بیشترین  شده  ساخته  قوطی های  حجم  بخواهیم  اگر  می سازد.  سر    باز 

باشد، مطلوب است محاسبه طول ضلع مربع هایی که باید بریده شود.

 حل: فرض کنید طول ضلع مربعی که از گوشه های مستطیل مفروض برحسب اینچ بریده می شود x باشد. پس

≥      2x - 15 = طول قوطی مورد نظر ≤x
15

0
2

 
                                                                                                            2x         0 ≤ x ≤ 4 - 8 = عرض قوطی

پس با توجه به این مفروضات داریم:
V  (x) = x   (15 - 2x )(8 - 2x) = 4x3 - 46x2 + 120x   ,   0 ≤ x ≤ 4  

چون V روی ]4 , 0[ پیوسته است، پس دارای اکسترمم های مطلق است و داریم:
V   ′ (x) = 12x2 - 92x + 120 = 0  

(3x - 5)(x - 6) = 0 ⇒ =x
5
3

یا       x = 6  

x

xx

−8 2
8

x−15 2
15
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،V   (0) = 0 تنها نقطه بحرانی تابع است. از طرفی =x
5
3

 اما x = 6 در بازه مورد نظر قرار ندارد، پس قابل قبول نیست و 

x= حاصل می شود و لذا طول ضلع مربع های مورد نظر باید 
5
3

) و V   (4) = 0 نشان می دهد که ماکسیمم مطلق تابع در  )

5 اینچ باشد.
3

تشخیص صعودی و نزولی بودن یک تابع

در فصل اوّل با مفهوم صعودی یا نزولی بودن یک تابع بر یک بازه آشنا شدیم. همچنین در فصل قبل با مفهوم مشتق آشنا شدیم 
و دیدیم که مقدار مشتق یک تابع در یک نقطه برابر است با شیب خط مماس بر نمودار تابع در آن نقطه. از طرفی برای یک تابع 
مانند f با تابع ′    f آشنا شدیم. اکنون خواهیم دید که با بررسی ′    f می توان ویژگی هایی از تابع f و نمودار آن از جمله صعودی و نزولی 

بودن تابع را مشخص نمود.

x

y

a b c d e

1 نمودار تابع f در شکل روبه رو داده شده است.

 فعالیت 

f تعیین کنید در چه بازه هایی شیب مماس ها مثبت و در چه بازه هایی شیب  الف( با رسم مماس هایی در نقاط مختلف نمودار 
مماس ها منفی و در چه بازه هایی شیب مماس ها برابر صفر است.

ب( تعیین کنید در چه بازه هایی مشتق f مثبت و در چه بازه هایی مشتق f منفی و در چه بازه هایی ′    f برابر صفر است.

پ( تعیین کنید در چه بازه هایی تابع f صعودی اکید و در چه بازه هایی نزولی اکید و در چه بازه هایی مقدار تابع f ثابت است.
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2 دو نقطه از نمودار یک تابع در شکل روبه رو داده شده اند. 
نمودار این تابع را در بازهٔ ]    a , f[ به گونه ای بکشید که دارای 

همهٔ ویژگی های زیر باشد:
ــ تابع f در بازهٔ (   a , f) مشتق پذیر باشد.

ــ مقدار مشتق تابع در بازه های (a , b) و (b , c) و )   c , d) و 
)   d , f) به ترتیب منفی، مثبت، صفر و منفی باشد.

بازه ها صعودی اکید و در کدام  f در کدام  تابع  تعیین کنید  ــ 
بازه ها نزولی اکید و در کدام بازه ها ثابت است.

x

y

a b c d f

با توجه به آنچه گفته شد قضیهٔ زیر را بدون اثبات بیان می نماییم.

قضیه:
 فرض کنیم تابع f بر بازه ]a , b[ پیوسته و بر بازه (a , b) مشتق پذیر باشد.

در این صورت
الف( اگر  به  ازای  هر x در f   ′  (x) > 0 ،(a , b )، آن گاه تابع f بر ]a , b[ صعودی اکید است.
ب( اگر به ازای هر x در بازه f   ′  (x) < 0 ،(a , b )، آن گاه تابع f بر ]a , b[ نزولی  اکید  است.

پ( اگر به ازای هر x در بازه f   ′  (x) = 0 ،(a , b )، آن گاه تابع f بر ]a , b[ یک تابع ثابت است.

کاردرکلاس 

 صعودی اکیداند.  ) و g  (x) = x 3 در تمام  )
≥

=  <

x x
f x

x x

2 1

1
توابع 

1  آیا می توان گفت هر تابع که در یک بازه صعودی اکید باشد، در آن بازه مشتق پذیر هم هست؟
2  آیا می توان گفت هر تابع که در یک بازه صعودی اکید و مشتق پذیر باشد، در هر نقطه از آن بازه دارای مشتق مثبت است؟
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در ادامه محکی برای تعیین نقاط ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی ارائه می دهیم:

 فعالیت 

فرض کنیم تابع f بر بازه ای شامل نقطهٔ c، مشتق پذیر باشد.

f باشد )یعنی مشتق در آن وجود ندارد  x = c یک اکسترمم نسبی  1  اگر نقطهٔ 
یا برابر صفر است( و در بازه ای مانند (a , c) در سمت چپ آن تابع صعودی و در 
بازه ای مانند (c , b) در سمت راست آن تابع نزولی باشد، در این صورت x = c یک 

نقطهٔ ماکزیمم نسبی تابع f است.

2 مشابه قسمت )1( را برای نقطهٔ مینیمم نسبی تابع f بنویسید.

.f   ′ (c) = 0 مشخص شده است و c ٔو نقطه f 3  در شکل های زیر نمودار تابع
الف( علامت ′   f را در دو طرف نقطهٔ c در هر دو نمودار بررسی کنید.

ب( در هر یک از نمودارها مشخص کنید آیا c یک نقطهٔ اکسترمم نسبی است؟

x

y

a c b

f ′ 0f ′ 0

نزولی                               صعودی

x

y

a c b

f ′ 0 f ′ 0

x
c

y

x
c

y

صعودی                           نزولی                               

)ب( )الف(
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با توجه به آنچه گفته شد می توان محک زیر را که به نام آزمون مشتق اوّل معروف است بیان نمود.

آزمون مشتق اوّل

فرض کنیم تابع f بر بازه ای مانند I (    I ⊆ Df) پیوسته باشد و c ∈ I یک نقطهٔ بحرانی تابع f باشد. هرگاه f بر این بازه به جز احتمالاً 
در نقطهٔ c، مشتق پذیر باشد، در این صورت:

،f   ′  (x) < 0 ،(c , b ) در بازه ای مانند x و به ازای تمام مقادیر f   ′  (x) > 0 ،(a , c ) در بازه ای مانند x الف( اگر به ازای تمام مقادیر 
در این صورت f   (c) یک مقدار ماکزیمم نسبی f است.

،f   ′  (x) > 0 ،(c , b ) در بازه ای مانند x و به ازای تمام مقادیر ،f   ′  (x) < 0 ،(a , c ) در بازه ای مانند x ب( اگر به ازای تمام مقادیر 
آن گاه f   (c) یک مقدار مینیمم نسبی f است.

پ( اگر ′   f در نقطهٔ c تغییر علامت ندهد، آن گاه f   (c) نه مینیمم نسبی و نه ماکزیمم نسبی است.

 مثال: اکسترمم های نسبی و مطلق تابع f  (x) = x3 - 2x 2 - 4x + 6 را در بازهٔ ]4 , 3-[ به دست آورید و مشخص کنید این 
تابع در چه بازه هایی صعودی و در چه بازه هایی نزولی است؟ 

 حل: از آنجا که توابع چندجمله ای همواره مشتق پذیرند لذا برای مشخص کردن نقاط بحرانی تابع f باید تمام نقاطی که مشتق 
تابع در آنها صفر می شود را به دست آوریم.

f    ′  (x) = 3x2 - 4x - 4              f   ′  (x) = 0 ⇒ x = 2         یا        
  

= −x
2
3

= است و نقاط x = -3 و x = 4 هم که نقاط انتهایی بازه هستند و داریم: −x
2
3

لذا نقاط بحرانی این تابع نقاط x = 2 و 

(-3 , -27)  ,  ( , )−
2 202
3 27

  ,  (2 , -2)  ,  (4 , 22)  

لذا نقاط x = 4 و x = -3 به ترتیب نقاط ماکزیمم و مینیمم مطلق و مقادیر آنها به ترتیب 22 و 27- است. حال برای تعیین 
اکسترمم های نسبی و صعودی و نزولی بودن تابع باید مشتق تابع را تعیین علامت کنیم. با توجه به تعیین علامت معادلات درجهٔ 

دوم داریم:

2−
2
3

x

+0-0+f    ′  (x)
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, نزولی و در سایر جاها صعودی است. همچنین مشخص می شود  − 
 

2
2

3
از این جدول مشخص می شود که تابع f در بازهٔ 

202 است و نقطهٔ x = 2 یک مینیمم نسبی و مقدار آن برابر 2- است.
27

= یک ماکزیمم نسبی و مقدار آن برابر  −x
2
3

که نقطهٔ 

می توان اطلاعات فوق را در جدول زیر که به آن جدول تغییرات تابع می گوییم نمایش داد.

42−
2
3

-3x

+0-0+f    ′
22-2202

27
-27f

ماکزیمم نسبیمینیمم نسبی

نمودار تابع ′   f در شکل روبه رو داده شده است.
 ]s , t[ را در f الف( صعودی و نزولی بودن تابع

بررسی کنید.
کدام  بحرانی،  کدام   e و   d ،c ،b ،a نقاط  ب( 

ماکزیمم نسبی و کدام مینیمم نسبی اند؟
پ( آیا نقاط بازهٔ (d , e) اکسترمم نسبی هستند؟

x

y

a b c d es t

کاردرکلاس 



با تابع f  (x) = x3 آشنایی دارید. از آنجا که مشتق این تابع 
نقاط همواره  برابر صفر و در سایر   x f   ′ (x) = 3x2 در 0 = 

مثبت است،  لذا  شیب خطوط مماس بر منحنی این تابع در 
x = 0 برابر صفر و در تمام نقاط دیگر مثبت است و این تابع 
همواره صعودی است. با این حال اگر خطوط مماس بر این 
نقاط  اطراف  در  کوچک  پاره خط هایی  به صورت  را  منحنی 
مماس رسم کنید خواهید دید که این پاره خط ها برای x های 
نمودار  زیر  در  مثبت  x های  برای  و  نمودار  بالای  در  منفی 
تابع در  این  تقعر  گفته می شود که جهت  واقع اند. اصطلاحاً 
به سمت   )0 ,  + ∞( بازهٔ  پایین و در  به سمت   )- ∞  ,  0( بازهٔ 
بالا است. برای درک بهتر مفهوم تقعر منحنی یک تابع به دو 

شکل زیر توجه کنید.

2
درس

جهت تقعر نمودار یک تابع و نقطۀ عطف آن

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y y x= 3

y y

x x

تقعر به سمت بالا است
مماس ها در زیر منحنی اند.

تقعر به سمت پایین است
مماس ها در بالای منحنی اند.
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) در بازهٔ ]1 , 0[ و خطوط مماس بر منحنی های آنها در برخی نقاط این بازه  ) =g x x 1  نمودارهای دو تابع h   (x) = x2 و 
رسم شده است.

 فعالیت 

الف( تقعر رو به بالا است،
مماس ها زیر منحنی قرار دارند،

شیب خطوط مماس زیاد می شود،
تابع ′  h صعودی است.

ب( تقعر رو به پایین است،
مماس ها بالای منحنی قرار دارند،

شیب خطوط مماس کم می شود،
تابع ′  g نزولی است.

2  با حرکت از نقطهٔ x = 0 به سمت نقطهٔ x = 1 شیب خطوط مماس در هر کدام از منحنی ها چگونه تغییر می کند؟ )کم می شود 
یا زیاد( جهت تقعر منحنی در هر کدام از نمودارها چگونه است؟

3  جهت تقعر منحنی چه ارتباطی با شیب خطوط مماس دارد؟

4 تابع h  ′  (x) در بازهٔ (1 , 0) صعودی است یا نزولی؟

5  تابع g  ′  (x) در بازهٔ (1 , 0) صعودی است یا نزولی؟

-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

-4

y

x

( )g x x=

-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

-4

y

x

h(x) x= 2
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 6
الف( در حالت کلی صعودی یا نزولی بودن تابع f چه ارتباطی با علامت تابع ′    f دارد؟

علامت ′    f بر بازهٔ I مثبت است         ⇐      تابع f بر بازهٔ I ......... است.

علامت ′    f بر بازهٔ I منفی است         ⇐    تابع f بر بازهٔ I ......... است.

ب( اگر مشتق تابع ′     f را با ″     f نشان دهیم و به آن مشتق دوم تابع f بگوییم در حالت کلی صعودی یا نزولی بودن تابع ′     f چه ارتباطی 
با علامت تابع ″     f دارد؟

علامت ″    f بر بازهٔ I مثبت است         ⇐      تابع ′    f بر بازهٔ I ......... است.

علامت ″    f بر بازهٔ I منفی است         ⇐    تابع ′    f بر بازهٔ I ......... است.

7  با توجه به آنچه گفته شد موارد زیر را کامل کنید:

الف( اگر مقدار ″    f در یک بازه مثبت باشد، تابع ′    f در آن بازه ........... است و لذا شیب خطوط مماس بر منحنی در آن 
بازه .......... می یابد و تقعر منحنی تابع f در آن بازه روبه ........... است.

ب( اگر مقدار ″    f در یک بازه منفی باشد، تابع ′    f در آن بازه ........... است و لذا شیب خطوط مماس بر منحنی در آن بازه 
.......... می یابد و تقعر منحنی تابع f در آن بازه روبه ........... است.

اثباتِ آن مدنظر  به طور خلاصه در قضیهٔ زیر آورده شده است و در این کتاب  آنچه در فعالیت قبل مورد بررسی قرار گرفت 
نمی باشد.

قضیه:
فرض کنیم f    ″(x) به ازای هر نقطه x از بازه باز I موجود باشد.

الف( اگر به ازای هر x از f    ″(x) > 0 ،I، آن گاه نمودار f روی بازه I تقعر رو به بالا دارد.
ب( اگر به ازای هر x از f    ″(x) < 0 ،I، آن گاه نمودار f روی بازه I تقعر رو به پایین دارد.

پ( اگر به ازای هر x از f    ″(x) = 0 ،I، آزمون بی نتیجه است.
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نظر  در  روبه رو  در شکل  را   y = f   (x) تابع  نمودار    1
بگیرید.

الف( صعودی و نزولی بودن تابع f را بر بازه های مختلف 
بررسی کنید.

ب( صعودی و نزولی بودن تابع ′   f را بر بازه های مختلف 
بررسی کنید.

پ( جهت تقعر را در نقاط d ،a و g مشخص کنید.

2  نمودار تابع y = f   (x) را با اطلاعات زیر رسم کنید:

f   (0) = f   (1) = f   (2) = 0 )الف
f   ″ (x) < 0، (- ∞ , 1) ب( بر بازه

.f   ″ (x) > 0، (1 , ∞( و بر بازه

کاردرکلاس 

x

y

a b c d e f g

3 4-3 -2 -1 1 2

-2

-1

0

1

2

3

4

-4

-4

-3

y

x

نقطۀ عطف نمودار یک تابع

نمودار تابع f    (x) = x3 را در نظر بگیرید. دیدیم که جهت تقعر نمودار این تابع در 
 x = 0 ٔبازهٔ (0 , ∞ -) رو به پایین و در بازهٔ (∞ + , 0) رو به بالاست. بنابراین نقطه
نقطه ای است که جهت تقعر منحنی در آن عوض می شود. از طرفی در x = 0 منحنی 
منحنی  آن  عطف  نقطهٔ  را  منحنی  یک  از  نقطه ای  چنین  هست.  نیز  مماس  دارای 

گوییم. به عبارت دیگر:

  تعریف: فرض کنیم تابع f در نقطه x = c پیوسته است. در این صورت نقطه 
) نقطه عطف تابع f است، هرگاه هر دو شرط زیر برقرار باشند: ), ( )c f c

) خط مماس داشته باشد. ), ( )c f c الف( نمودار f در نقطه 
) تغییر کند. ), ( )c f c ب( جهت تقعر f در نقطه 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y y x= 3
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از شرط )الف( در تعریفِ نقطهٔ عطفِ تابع f نتیجه می شود که یا f   ′(c) موجود است و یا 
تابع f در نقطهٔ c مماس قائم دارد.

) از نمودار  ), ( )c f c از شرط )ب( نتیجه می شود که خط مماس بر نمودار تابع در نقطهٔ 
تابع عبور می کند.

خط x = c مماس قائم است.

x
c

( )f c

از آنجا که تقعر تابع در دو طرف نقطهٔ عطف تغییر می کند؛ لذا ″   f در یک طرف نقطهٔ c مثبت و در طرف دیگر آن منفی است. 
 f    ″ (c) یک نقطهٔ عطف منحنی باشد، یا باید ( ), ( )c f c بنابراین f    ″ (c) نمی تواند مقداری به جز صفر داشته باشد؛ یعنی برای اینکه 
 x = c برای نقطهٔ عطف بودن f    ″ (c) = 0 با این حال شرط .f    ″ (c) = 0 وجود نداشته باشد و یا اگر وجود دارد باید داشته باشیم
 f   (x) = x4 یک نقطهٔ عطف تابع نباشد. به طور مثال تابع x = c ولی f    ″ (c) = 0 به تنهایی کافی نیست؛ یعنی می توانیم داشته باشیم

را بررسی کنید. داریم:
f   ′ (x) = 4x3              ,      f   ″ (x) = 12x2  

با اینکه f   ″ (0) = 0 اما تابع ″   f در دو طرف x = 0 مثبت است و لذا تقعر همواره به سمت بالاست و جهت تقعر در x = 0 عوض 
نمی شود و لذا x = 0 یک نقطهٔ عطف این تابع نیست.

کاردرکلاس 

1  در هر یک از نمودارهای زیر مشخص کنید آیا نقاط داده شده، نقاط عطف هستند یا نه؟

2  نقاط ماکزیمم و مینیمم نسبی را مشخص کنید.

3  خط مماس را در نقاط عطف رسم کنید.

x
a

( )f xy=

x
b

( )y g x=

)الف()ب(
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4  کدام یک از گزینه های زیر درست و کدام نادرست است. برای گزینه های نادرست مثال نقض بیاورید.

 در نقطه عطف علامت f   ″ (x) تغییر می کند.
 هر نقطه که علامت ″   f در آن تغییر کند، نقطهٔ عطف است.

 هر نقطه ای که در آن مقدار ″   f برابر صفر شود یک نقطه عطف است.
 تابع می تواند بیش از یک نقطه عطف داشته باشد.

 تابع صعودی اکید، نقطه عطف ندارد.

y

c d
x

a b

( )y h x=

 مثال: جهت تقعر توابع زیر را مشخص کنید و نقاط عطف آنها را به دست آورید.
f  (x) = x 3 - 6x2 + 5 )الف
f  (x) = x4 + 2x3 - 36x2 + 8   )ب

 حل:
f   ′ (x) = 3x2 - 12x            و                f   ″ (x) = 6x - 12                                                                                  )الف 
f   ″  (x) = 0 ⇒ x = 2  

از آنجا که f   ″ (x) یک تابع خطی است، همه جا مشتق پذیر است و تنها در x = 2 برابر صفر می شود. بنابراین تنها نقطه ای که 
می تواند نقطهٔ عطف باشد x = 2 است به شرط آنکه: 

f   ′  (2) 1 موجود باشد
f   ″  2 در دو طرف x = 2 تغییر علامت دهد.

)پ( )ت(

x

y

a b c d e

( )y e x=
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 است و f   ′  (2) نیز موجود و برابر 12 است. از طرفی داریم: اما f   ′  (x) یک تابع چند جمله ای است و دامنهٔ آن 

+  ∞2-3-  ∞x

+  0  -  0  +  f    ″  (x)

f     (x)تقعر به سمت بالاتقعر به سمت پایین تقعر به سمت پایین

نقطهٔ عطفنقطهٔ عطف

کاردرکلاس 

کدام  باشد   f   ′(x) تابع  نمودار  به  مربوط  روبه رو  شکل  اگر   1
نمودار می تواند نمودار تابع f   (x) باشد؟

x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

+ ∞2-  ∞x

-   0  +  f    ″
fتقعر رو به پایینتقعر رو به بالا

نقطهٔ عطف

ب( 

f   ′  (x) = 4x 3 + 6x2 - 72x   f   ″  (x) = 12x2 + 12x - 72
f   ″ (x) = 0  ⇒  12 (x + 3)(x - 2) = 0  ⇒  x = -3        یا     x = 2

و f   ′(-3) = 162 و f   ′(2) = -88  موجودند. حال بررسی می کنیم که آیا ″   f در اطراف این نقاط تغییر علامت می دهد یا نه؟
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2   اگر شکل زیر مربوط به نمودار تابع f   ″(x) باشد کدام نمودار می تواند نمودار تابع f   (x) باشد؟

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4
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-1
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4

x

y

الف(

ب( پ( ت(

ب(الف(

ت(پ(
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x

y

x

y
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 y = f    (x) به دست می دهد به طوری که y دقیقاً یک مقدار x ∈ Df به ازای هر f می دانیم که هر تابع مانند
و زوج مرتب (x , y) یک نقطه در دستگاه مختصات مشخص می کند. نمودار یک تابع، شکلی است که از 
 تعداد  همهٔ این نقاط (x , y) به ازای تمام x ∈ Df ها تشکیل شده است. از آنجا که هر بازهٔ زیرمجموعهٔ 
بی شماری عضو دارد؛ لذا هیچ گاه نمی توان با قلم و کاغذ نمودار یک تابع را به طور کاملاً دقیق رسم کرد. 
با  به کمک نقطه یابی آشنا شده اید. در این درس  با رسم نمودار توابع خطی و درجهٔ 2  در سال های گذشته 
به کارگیری مطالبی که قبلاً گفته شد نقاط مهمی از نمودار تابع را به دست آورده و به برخی ویژگی های آن تابع 

پی می بریم و با استفاده از آنها شکل تقریبی تابع را رسم می کنیم.

 مثال:  اگر بدانید تابع y = f    (x) به گونه ای است که برای آن داریم:

1   ریشه های تابع f به صورت x = 1 و x = 0 و x = -2 است و f همه جا مشتق پذیر باشد.

′    f بین دو ریشه منفی و سایر جاها  = است و علامت  −x
6
5

x= و 
1
2

′    f به صورت  تابع  2       ریشه های 
مثبت است.

− منفی و در سمت راست آن  1
3

= دارد و علامت ″    f در سمت چپ  −x
1
3

3   تابع ″    f تنها یک ریشه در 
مثبت است. در این صورت نمودار تابع f را رسم کنید.

= نزولی و سایر جاها صعودی است و  −x
6
5

x= و 
1
2

 حل: از )2( نتیجه می شود که تابع f بین نقاط 

x= به ترتیب طول نقاط ماکزیمم و مینیمم تابع اند و از )3( نتیجه می شود که تقعر تابع f قبل 
1
2

= و  −x
6
5

= وجود دارد لذا  −x
1
3

= رو به بالاست و چون ′    f در  −x
1
3

= رو به پایین و در سمت راست  −x
1
3

از 

= نقطهٔ عطف این تابع است. قبل از رسم شکل می توان همهٔ اطلاعات فوق را در یک جدول خلاصه  −x
1
3

کرد.

3
درس

رسم نمودار توابع
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با توجه به این اطلاعات و اینکه ریشه های تابع محل برخورد نمودار با محور x ها 
هستند نمودار تابع به صورت روبه رو است.

+  ∞1
2

−
1
3

−
6
5

-  ∞x

-  0  +  +         0  -  f    ′
+-  0   +              -f    ″

f

ماکزیممنقطه عطفمینیمم

-4 -3 -2 -1 1 2 3 40
x

y

همان طور که در این مثال مشاهده کردیم ریشه ها و علامت توابع ′    f و ″    f کمک زیادی به رسم نمودار تابع می نماید. همچنین 
حد تابع در بی نهایت گویای رفتار و چگونگی تابع در نقاط انتهایی نموداری که رسم می کنیم است. به طور کلی برای رسم نمودار 
یک تابع، همه یا برخی از مراحل زیر را انجام می دهیم و با توجه به اطلاعات به دست آمده جدول رفتار تابع را تشکیل می دهیم و به 

کمک آن نمودار تابع را رسم می کنیم.
1  دامنهٔ تابع را مشخص می کنیم.

2  محل تلاقی نمودار با محورهای مختصات را مشخص می کنیم )در صورت وجود(.
f    ′  3 را به دست می آوریم و با تعیین علامت آن بازه هایی که f بر آنها صعودی یا نزولی است را به دست می آوریم.

4  نقاط بحرانی و اکسترمم های نسبی تابع را به دست می آوریم )در صورت وجود(.
f    ″  5 را به دست می آوریم و با تعیین علامت آن جهت تقعر تابع در بازه های مختلف را مشخص می کنیم.

6  نقطهٔ عطف تابع را مشخص می کنیم )در صورت وجود(.
7  رفتار تابع را برای مقادیر بسیار بزرگ x و بسیار کوچک x مشخص می کنیم )در صورت وجود(.

8  معادلهٔ مجانب های تابع را به دست می آوریم )در صورت وجود(.
9  تنظیم یک جدول که با خلاصه کردن اطلاعات توابع f و ′    f و ″    f در آن تشخیص چگونگی شکل نمودار آسان تر شود.

10  رسم نمودار تابع با استفاده از اطلاعات قسمت های قبل.



24

 مثال: نمودار تابع f  (x) = x3 را رسم کنید.

 f    ′ حل: دامنهٔ این تابع تمام اعداد حقیقی است و این تابع در تمام دامنه اش پیوسته و مشتق پذیر است. حال با به دست آوردن 
و ″    f و ریشه های آنها و تعیین علامت آنها جدول رفتار تابع را تشکیل می دهیم.

f   (x)  = x3    = 0 → x = 0 → (0 , 0) محل برخورد نمودار با محورهای مختصات  
f    ′(x) = 3x2 = 0 → x = 0  
f   ″(x) = 6x  = 0 → x = 0  + ∞0-  ∞x

++f  ′  
+-f    ″

f

تقعر رو به پاییننقطهٔ عطفتقعر رو به بالا

 lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ این تابع همواره صعودی است و اکسترمم نسبی ندارد. از طرفی 

lim لذا دو انتهای نمودار در ربع های اوّل و سوم قرار دارند. ( )
x

f x
→−∞

= −∞ و 
می توان برای دقیق تر شدن شکل نقاط بیشتری از منحنی را به دست آورد؛ مثلاً 
در اینجا (1 , 1) و (1- , 1-) نیز بر نمودار تابع واقع اند. با توجه به آنچه گفته شد 

می توان نمودار تابع y = x 3 را به صورت مقابل رسم کرد.
 مثال:  جدول رفتار و نمودار تابع f  (x) = (x   -1)2(x + 3) را رسم کنید.
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y y x= 3

 است و این تابع همواره پیوسته و مشتق پذیر است.  حل: دامنهٔ این تابع 

f  (x) = 0 ⇒ x = 1 یا x = -3 ها است x (0 , 1) و (0 , 3-) محل های برخورد با محور  
x = 0 ⇒ y = 3 ⇒ هاست y (3 , 0) محل برخورد با محور  
f   ′ (x) = 2(x - 1)(x + 3) + (x - 1)2 = (x - 1)(3x + 5)  

f  ′(x) = 0 ⇒ x = 1 یا = −x
5
3

) نقاط بحرانی اند ⇒  , )−
5 256
3 9

(0 , 1) و   
f   ″ (x) = (3x + 5) + 3(x - 1) = 6x + 2  

( )′′ = ⇒ = −f x x
1

0
3
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نقطهٔ  می دهد،  تغییر علامت   = −x
1
3

نقطهٔ  طرف  دو  در   f   ″ و  دارد  وجود   = −x
1
3

نقطهٔ  در  منحنی  بر  مماس  که  آنجا  از 

, نقطهٔ عطف تابع است. − 
 

1 128
3 27

+  ∞1−
1
3

−
5
3

-  ∞x

-  0  +               +  0                -            f    ′
+-     0               +              -f    ″

f

ماکزیممعطفمینیمم

. حال با توجه به آنچه  lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ lim و  ( )
x

f x
→+∞

= +∞ از طرفی 

گفته شد نمودار تابع فوق به شکل روبه رو است.
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x

) را که در آن c ≠ 0 است تابع هموگرافیک می نامیم. ) +
=

+
ax b

f x
cx d

تابع 

a تبدیل می شود که معادلهٔ یک خط راست است و اگر c ≠ 0 و  b
y x

d d
= + اگر c = 0 و d ≠ 0 باشد معادلهٔ این تابع به صورت 

= باشد این تابع به یک تابع ثابت تبدیل می شود.
a b
c d

d ≠ 0 و 
در رسم نمودار تابع هموگرافیک توجه داریم که:

1( x → ±  ∞  ⇒  →
a

y
c

 ⇒ = مجانب افقی این تابع است 
a

y
c

2( y → ±  ∞  ⇒  →−
d

x
c

 ⇒ d مجانب قائم این تابع است 
x

c
= −
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) را رسم کنید. ) +
=

−
x

f x
x

2
1

 مثال: جدول تغییرات و نمودار تابع 

} است. خط y = 1 مجانب افقی و خط x = 1 مجانب قائم این تابع است.  }= −fD 1  حل: دامنهٔ این تابع 
همچنین نمودار تابع محورهای مختصات را در نقاط (0 , 2-) و (2- , 0) قطع می کند. اکنون با گرفتن مشتق از تابع خواهیم 

داشت:

( )
( )
−′ =
−

f x
x 2

3

1
  ,  x ≠ 1  

و بنابراین مشتق به ازای هر x در بازه های (1 , ∞-) و (∞+ , 1) همواره منفی است و لذا تابع f در هر کدام از این بازه ها نزولی 
است. حال با گرفتن مشتق دوم خواهیم داشت.

( )( )
( ) ( )

−′′ = =
− −
x

f x
x x4 3

6 1 6

1 1
  ,  x ≠ 1  

 بنابراین برای هر x در بازهٔ (1 , ∞ -) داریم f   ″  (x) < 0، لذا تقعر منحنی به سمت پایین و برای هر x در بازهٔ (∞+ , 1) داریم
f   ″  (x) > 0 و لذا تقعر منحنی به سمت بالاست. جدول رفتار تابع به صورت زیر است:

با توجه به اطلاعات این جدول می توان نمودار این تابع را 
به صورت روبه رو رسم کرد.

+  ∞10-2-  ∞x

----y    ′
+---y    ″

yنزولی و تقعر به سمت پاییننزولی و تقعر به سمت پاییننزولی و تقعر به سمت پاییننزولی و تقعر به سمت بالا

∞(0 , -2)(-2 , 0)
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+ را رسم کنید.
=
− +
x

y
x

3 4
2 1

 مثال: جدول تغییرات و نمودار تابع 

y مجانب افقی این تابع است و از طرفی  = −
3
2

، لذا    است. داریم  = −  
 

D
1
2

 حل: دامنهٔ این تابع 

) محورهای مختصات را  , )−
3

0
4

x= مجانب قائم این تابع است. همچنین نمودار در نقاط (4 , 0) و 
1
2

، لذا 
x

y
→

→±∞
1
2

)قطع می کند. )
( )

′ =
− +

f x
x 2

11

2 1  
و

 
≠x

1
2  

) همواره مثبت و در نتیجه تابع f در هر کدام از این بازه ها  , )+ ∞
1
2

) و  , )−∞
1
2

بنابراین مشتق به ازای هر x در بازه های 
)صعودی است. )

( )
f x

x
′′ =

− + 3

44

2 1  
و

 
≠x

1
2  

) داریم  , )+ ∞
1
2

) داریم f   ″   >   0، لذا تقعر منحنی به سمت بالاست و برای هر x در بازهٔ  , )−∞
1
2

بنابراین برای هر x در بازهٔ 

f   ″   <   0، لذا تقعر منحنی به سمت پایین است. جدول رفتار تابع به صورت زیر است:
1
2

0x

++++y    ′
-+++y    ″

yصعودی و تقعر بالاصعودی و تقعر بالاصعودی و تقعر بالاصعودی و تقعر پایین

∞(0 , 4)( , )−
4

0
3

نقطهٔ  چند  کمک  به  و  جدول  این  اطلاعات  به  توجه  با 
کمکی می توان نمودار این تابع را به صورت زیر رسم کرد.
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