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ݕمشتق تابع  -1 = ୡ୭ୱ௫ି௦௜௡௫
ୡ୭ୱ௫ାୱ୧୬௫

ݔي در نقطه  = గ
  کدام است؟ 4

  2) 4                              1 )3              ) صفر              2                             -1) 1

ݕ2ݔي ي خط مماس بر منحنی به معادلهمعادله -2 − ݕඥݔ2 =   است؟) کدام 4,2ي (در نقطه 8

ݕ) 1 − ݔ2 = ݕ) 2             ٠ + ݔ2 = ݕ2) 3               8 + ݔ = ݕ) 4           1٠ + ݔ4 = 12  

,1)ܣاگر  -3 ݕ يي عطف منحنی به معادلهنقطه (2− = 3ݔܽ + 2ݔܾ − ݔ3 − ي ماکزیمم نسبی در نقطهباشد، مقدار تابع  1
  آن، کدام است؟

  ) فاقد ماکزیمم نسبی4                               6) 3                               5) 2                              4) 1

ݕشکل زیر، منحنی نمایش تغییرات تابع  -4 =
2ା௔௫2

௕ା௫
ܽاست.   −   کدام است؟ ܾ

  ) صفر3                              -1) 1

2 (−
1
2                             4 (1

2  

  

ݕمشتق تابع  -5 = 2cos2(గ6 −
గ
ݔي در نقطه (4 = గ

  کدام است؟ 6

1 (−
ට3

2                          2 (−
ට2

2                            3 (
ට2

4                              4 (
ට2

2  

ݕඥي ي خط مماس بر منحنی به معادلهمعادله -6
3

+ ݔ√ݔ =   ) کدام است؟1,4ي (قطهدر ن 9

ݕ) 1 + ݔ9 = ݕ) 2             37 + ݔ6 = ݕ2) 3               25 + ݔ3 = ݕ) 4           14 + ݔ3 = 13  

,1)ܣاگر  -7 ݕ يي عطف منحنی به معادلهنقطه (3− = 3ݔܽ − 2ݔ − ݔ3 + ي ماکزیمم نسبی در نقطهباشد، مقدار تابع  ܾ
  آن، کدام است؟

1 (4
3                                2 (5

3                                   3 (7
3                               4 (8

3  

ݕشکل زیر، منحنی نمایش تغییرات تابع  -8 =
௔௫2ି1
௫ା௕

ܽاست.   +   کدام است؟  ܾ

4) 3                              ) صفر1
3  

2( 1
2                                  4 (2  
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(ݔ)݂مشتق تابع  -9 = sin(గ3 + 1ି݊ܽݐ ௫
ݔي در نقطه (2 = 2ට3 کدام است؟  

1 (−
1
24                          2 (−

1
16                            3 (1

8                              4 (1
4  

ݕي گوشه نمودار تابع ي بین دو مماس چپ و راست در نقطهزاویه θاگر  -10 = |ln tanباشد،  |ݔ   کدام است؟ ߠ

  ∞) 4) صفر                           3                                1) 2                             -1) 1

ݔدر  ݂اگر تابع  -11  = limمشتق پذیر و  4
௫→4

௙(௫)ା7
௫ି4 = −

3
௙(2௫)باشد، آنگاه مشتق  2

௫
ݔدر   =   کدام است؟ 2

1 (−
1
4                            2 (−

1
2                              3 (1

4                            4 (1
2  

(ݔ)݂ي تابع با ضابطه -12 = ݔ + ln ي تلاقی آن با نیمساز در نقطه 1ି݂ي خط مماس بر نمودار تابع مفروض است. معادله ݔ
  ربع اول کدام است؟

ݕ) 1 + ݔ2 = ݔ2) 2               3 − ݕ = ݔ2) 3               1 + ݕ = ݕ2) 4            3 − ݔ = 1  

3ݔعرض از مبدأ خط قائم بر نمودار  -13 + 3ݕ = ݕݔ3 +   ) کدام است؟2,1ي (در نقطه 3

1 (2                               2 (3                                  3 (4                           4 (5  

سانتی متر باشد، سطح کره  8اي که قطر کره مکعب در ثانیه افزایش دارد. در لحظهسانتی متر  3اي با آهنگ ثابت حجم کره -14
  چند سانتی متر مربع در ثانیه افزایش دارد؟

1 (2/1                            2 (25/1                             3 (5/1                         4 (6/1  

(ݔ)݂؛  [٠,2π]߳ݔي نمودار تابع با ضابطه -15 = ݔ2ݏ݋ܿ −   در کدام بازه نزولی و تقعر آن رو به پایین است؟ ݔݏ݋2ܿ

1 ((గ2 ,
2గ
3 ,ߨ)) 2                     	(

4గ
3 )                         3 ((

2గ
3 , )) 4                   (ߨ

4గ
3 ,

3గ
2 )  

(ݔ)݂مشتق تابع  -16 = tan(గ6 + ݔي در نقطه (ݔ√1ି݊݅ݏ =
1
  کدام است؟ 4

1 (4

ට3
                              2 (8

ට3
                               3( 2ට3                         4 (4ට3  

ݕي گوشه نمودار تابع ي بین دو مماس چپ و راست در نقطهزاویه θاگر  -17 =
ቚ௫ି1ቚ

ට௫2ା3
tanباشد،     کدام است؟ ߠ

1 (2
3                                2 (3

4                                   3 (4
3                               4 (3

2  
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ݔدر  ݂اگر تابع  -18 = limمشتق پذیر و  2−
௛→٠

௙ቀି2ା௛ቁା3
௛

=
1
ݔدر  (ݔ)2݂ݔباشد، آنگاه مشتق  2 =   کدام است؟ 2−

1( 8                              2 (10                               3( 12                                 4 (14  

(ݔ)݂ي تابع با ضابطه -19 = ݔ + ݁2௫ واقع بر آن  1اي به طول در نقطه 1ି݂ي خط مماس بر نمودار تابع مفروض است. معادله
  کدام است؟

ݕ3) 1 − ݔ = ݕ) 2            1− − ݔ3 = ݕ2) 3             3− − ݔ = ݕ2) 4            2− + ݔ = 1  

ݕ2ݔخط قائم بر نمودار  -20 − ln(2ݔ − (ݕ =   کند؟ها را با کدام طول قطع می x) محور 3,2ي (در نقطه 12

1 (5-                              2 (4-                                3 (1                               4 (2  

بر روي محور افقی، با کدام فاصله از پاي قائم  Mي بر روي محور قائم قرار دارند. نقطه 8و  5هاي به بلندي Bو  Aي دو نقطه -21
  بیشترین مقدار ممکن باشد؟ AMBي اختیار شود تا زاویه

1  (3ට2                                3 (2ට10  

2 (6                                      4 (7  

  

(ݔ)݂؛  [٠,2π]߳ݔي نمودار تابع با ضابطه -22 = ݔ2݊݅ݏ −   و تقعر آن رو به پایین است؟ صعوديدر کدام بازه  ݔ݊݅ݏ2

1 ((
7గ
6 ,

3గ
2 )	                     2 ((

3గ
2 ,

11గ
6 )                      3 ((గ2 ,

5గ
6 )                   4 ((గ2 ,

7గ
6 )  

(ݔ)݂ي در تابع با ضابطه -23 = ඨ
4௫ା5
௫ା3  حاصلlim

௛→٠

௙ቀ1ା௛ቁି௙ቀ1ቁ
௛

  کدام است؟ 

1 (7
48                                2 (5

24                                 3 (7
24                           4 (7

16  

2ݔي در نقاطی از منحنی به معادله -24 − ݕݔ4 + 2ݕ3 + 1 = ها است. طول نقاط x، خط مماس بر منحنی موازي محور  ٠
  تماس کدام است؟

  -1و 2) 4                     -1و 1) 3                             -2و  2) 2                         -2و  1) 1

,1)ܣاگر  -25 (ݔ)݂ي ي عطف نمودار تابع با ضابطهنقطه (11− = 3ݔ + 2ݔܽ +   کدام است؟ (1−)݂باشد، آنگاه مقدار  ݔܾ

1 (3                                2 (4                                    3 (5                           4 (6  
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(ݔ)݂شکل روبرو، نمودار تابع  -26 =
௔௫ା2

௫2ା௕
  ، مینیمم نسبی این تابع کدام است؟ܾو  ܽاست. با تعیین  

1 (−
1
8                              3 (−

3
8  

2 (−
1
4                             4 (−

1
2               

(ݔ)݂ي در تابع با ضابطه -27 = ቐ

ୱ୧୬௫
1ାୡ୭ୱ௫ 		 ; ݔ		 > ٠

sin ݔ2 		; ݔ		 ≤ ٠
ି݂باشد، مقدار   ᇱ൫٠൯ − ା݂

ᇱ൫٠൯ کدام است؟  

1 (75/0                            2 (1                              3 (25/1                             4 (5/1  

(ݔ)݂ي در تابع با ضابطه -28 = ቌඨ
௫ା2

2௫ି3ቍ

3

limحاصل  
௫→2

௙(௫)ି௙ቀ2ቁ
௫ି2 کدام است؟  

1 (21-                              2 (18-                           3 (12                               4 (15  

ݕخطی بر منحنی  (٠,4/5)ܣي از نقطه -29 =   عمود شده است. طول پاي عمود با علامت مثبت کدام است؟ 2ݔ

1 (ට3                              2 (2                               3 (ට5                             4 (5/2  

ݔي اي از منحنی به معادلهدر نقطه -30 + ඥݕݔ + y = ي ، خط مماس بر منحنی، عمود بر نیمساز اول است. طول نقطه 12
  تماس کدام است؟

1 (2                                2 (3                                3 (4                                4 (6  

(ݔ)݂ي نیمم مطلق تابع با ضابطهمقادیر ماکزیمم و می -31 =
1
3 ݔ

3 − 2ݔ −   ] کدام است؟-3,4ي [بازه در ݔ15

  -27و  36) 4                    27و  -36) 3                      27و  -45) 2                     24و  -18) 1

(ݔ)݂رو، نمودار تابع شکل روبه -32 = 4ݔ + 3ݔܽ +  ܽاست. با تعیین مقادیر  ݔܾ
  ، مینیمم تابع کدام است؟ܾو 

1 (36-                             3 (27-  

2 (32-                             4 (24-  
  

ቀ݉ي ، خط به معادله݉ازاي کدام مقادیر به -33 + 2ቁ ݕ = ݕموازي یکی از خطوط مماس بر منحنی  ݔ݉ = ට1 +   است؟ 2ݔ
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1 (݉ > −1                    2 (݉ < −1                     3 (݉ > 1                      4 (݉ < 1  

(ݔ)݂خط مماس بر نمودار تابع  -34 = ቀݔ + 2ቁ ݁1ି௫ ݔي در نقطه = با خطی که این نقطه تماس را به مبدأ مختصات  1
tanسازد. می αي کند زاویهوصل می   کدام است؟ ߙ

1 (5/0                            2 (1                                  3 (5/1                            4 (2  

ݕي خط به معادله -35 = ݔ3 − ݔي در نقطه 2 = ݕي بر منحنی پیوسته 2 = limمماس است. حاصل  (ݔ)݂
௫→2

௙2(௫)ି4௙(௫)
௫ି2 

  کدام است؟

1 (3                              2 (6                                   3 (12                           4 (15  

ݕل نقطه عطف نمودار تابع طو -36 = (5− 2ݔට(ݔ
3

  کدام است؟ 

  2) 4                             1) 3) صفر                                2                            -1) 1

గدر ساخت یک قیف به شکل مخروط قائم به حجم  -37
  شود؟مصرف می، با کدام ارتفاع، کمترین مقدار جنس 3

1 (
ට2

2                            2 (1                                  3 (ට2
3

                            4 (ට2  

(ݔ)݂ي رو قسمتی از نمودار تابع با ضابطهشکل روبه -38 = ௫2ା௔௫ା௕
௫ା௖

  کدام است؟ ܾاست.  

1 (1                               3 (6  

2 (4                               4 (9  

  

ݕي ، خط به معادله݉به ازاي کدام مقادیر  -39 = ቀ݉ − 2ቁ ݔ + ݕموازي یکی از خطوط مماس بر منحنی  3 = 1ି݊ܽݐ 1
௫

 
  است؟

1 (٠ < ݉ < 1             2 (٠ < ݉ < 2              3 (1 < ݉ < 2                 4 (2 < ݉ < 3  

ݕي خط به معادله ܽبه ازاي کدام مقدار  -40 = ݔ3− + ݕي بر منحنی به معادله 2 = ௫2ା௔
௫ି2 مماس است؟  

  2) 4                                1) 3) صفر                            2                           -1) 1

(ݔ)݂امتداد خط مماس بر نمودار تابع  -41 = ୱ୧୬௫
1ାୡ୭ୱ௫ ݔي در نقطه = గ

tanسازد.می αي با نیمساز ربع سوم زاویه 3   کدام است؟ ߙ

1 (15/0                       2 (2/0                            3 (25/0                            4 (3/0  
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ݔدر  ݂تابع  -42 = limمشتق پذیر است. اگر  2
௛→٠

௙ቀ2ା௛ቁି9
௛

=
3
(ݔ)݃باشد، مشتق تابع  2 = ݔدر  (ݔ)ඥ݂ݔ =   کدام است؟ 2

1 (5/2                          2 (3                             3 (5/3                               4 (4  

ݕي ي ماکسیمم نسبی تابع با ضابطهطول نقطه -43 = ݔ) − 1)2ට2ݔ
3

  کدام است؟ 

1 (1
4                            2 (1

3                               3 (1
2                                 4 (2

3  

1ي یک مثلث قائم الزاویه با سرعت ثابت ي حادهي زاویهاندازه -44
 10یابد. اگر طول وتر آن ثابت و برابر رادیان بر ثانیه کاهش می 20

గي حاده به واحد باشد، وقتی این زاویه
  برسد سرعت تغییر مساحت مثلث قائم الزو.یه کدام است؟ 6

1 (1                           2 (25/1                            3 (5/1                            4 (75/1  

(ݔ)݂ي شکل زیر نمودار تابع با ضابطه -45 = ௫2ା௔

௫2ା௕௫ା௖
  کدام است؟ ܽاست.  

1 (2-  

2 (1  

3 (2  

4 (3  

(ݔ)݂ي در تابع با ضابطه -46 = آهنگ متوسط تغییر تابع نسبت به  ݔ√
ݔي در نقطه ݔتغییر متغیر  =   اي تابع در این نقطه، چقدر کمتر است؟از آهنگ لحظه 21/0با نمو متغیر  1

1 (1
42                              2 (1

21                                3 (3
42                             4 (2

21  

(ݔ)݂اگر  -47 =
4
5 ݔ −

1
5 (ݔ)݃و  |ݔ| = ݔ4 +   کدام است؟ ݃݋݂باشند، مشتق تابع  |ݔ|

  ) مشتق ندارد4                              4) 3                                 3) 2                              2) 1

ݕي خط مماس بر منحنی به معادله -48 = ට22ି݁ݔ௫ واقع بر آن، محور  2اي به طول در نقطهy  ها را با کدام عرض، قطع

  ؟کندمی

1 (3                              2 (4                                3 (5                               4 (6  

(ݔ)݂هایی به صورت اگر تابع -49 = 3ݔ − ቀ݉ + 2ቁ 2ݔ + ي طول نقاط عطف این همواره صعودي باشند، آنگاه مجموعه ݔ3
  توابع، در کدام قسمت است؟
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1] (0,2-                       [2] (2,2-                         [3] (1,1-                        [4] (1,0[  

(ݔ)݂ي ضابطه رو، نمودار تابع باشکل روبه -50 =
௔௫2ା௕௫ା8

௫2ା4
ܽاست.   +   کدام است؟ ܾ

1 (7                                 3 (9  

2 (6-                                4 (10  
  

(ݔ)݂ي در تابع با ضابطه -51 =
௫ି1
√௫

ݔي در نقطه ݔآهنگ متوسط تغییر تابع نسبت به تغییر متغیر   = از  44/0با نمو متغیر  1
  کمتر است؟اي تابع در این نقطه، چقدر آهنگ لحظه

1 (1
30                              2 (1

24                                3 (1
12                             4 (1

6  

(ݔ)݂اگر  -52 = 3ݔ − ା݂باشد، مقدار  ݔ[2ݔ2]
ᇱ ൬ට2൰ − ݂ି ᇱ ൬ට2൰ کدام است؟  

1 (2-                            2 (1-                                3 (1                             4 (2  

ݕي عرض از مبدأ خط مماس بر منحنی به معادله -53 = ln
ට4௫ା1

௫2ି2௫ା3
  واقع بر آن، کدام است؟ 2اي به طول در نقطه 

1 (5
9                              2 (8

9                                  3 (5
3                             4 (10

3  

(ݔ)݂هایی به صورت اگر تابع -54 =
2
3 ݔ

3 − ቀ݉ − 1ቁ 2ݔ + گاه هاي منفی باشند، آن، داراي ماکزیمم و مینیمم با طول ݔ8

  مجموعه طول نقاط عطف این توابع، در کدام بازه است؟

1 ((−5, − 1
2)                 2 ((−4, −1)                    3 ((−∞, −2)               4 ((−∞, −4)  

(ݔ)݂ي ضابطه، نمودار تابع با روشکل روبه -55 = ௫

௔௫2ା௕௫ା1
  چگونه است؟ ܾو  ܽاست. مقادیر  

1( ܽ < ٠	, ܾ = ٠                     3 (ܽ > ٠	, ܾ = 1  

2 (ܽ > ٠	, ܾ = ٠                     4 (ܽ < ٠	, ܾ = 1  

                          

(ݔ)݂ي ي بین مماس چپ و راست نمودار تابع با ضابطهزاویه θاگر  -56 =

൤ݔ +
1
2൨ ݔ + ݔي در نقطه 2ݔ =

1
tanباشد،  2   کدام است؟ ߠ
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1 (1
4                              2 (1

3                                 3 (2
3                              4 (3

4  

ݕ2ݔي از رابطه -57 − 2ݕ − ݔ√2 + 4 = ௗ2௬مقدار  ٠

ௗ௫2 کدام است؟2,1ي (در نقطه (  

1 (7
6                             2 (8

6                                   3 (11
6                             4 (13

6 

(ݔ)݂اگر  -58 = 3ݔ − 2ݔ + ݔي در نقطه 1ି݂قائم بر منحنی تابع  ي خط باشد، معادله ݔ2 =   واقع بر آن کدام است؟ 2

ݕ) 1 + ݔ3 = ݕ) 2           7 − ݔ3 = ݕ3) 3              5− + ݔ = ݕ3) 4              5 − ݔ = 1  

ݕنمودار تابع   -59 =   در کدام بازه نزولی و تقعر آن رو به پایین است؟ eି௫|ݔ|

1) (2−∞,             (     2) (1,0 (                           3) (2,1                         (4) (, +∞ 2(  

شود. سرعت از آن دور می 2/0با سرعت ثابت  BCموازي  ∆واحد است. خط  =AH 12و ارتفاع  =20BCضلع  ABCدرمثلث  -60
  واحد باشد، کدام است؟ 9ي دو خط موازي اي که فاصلهافزایش مساحت ذوزنقه در لحظه

1 (8/0                          3 (1  

2 (9/0                          4 (2/1  

(ݔ)݂ي شکل مقابل، نمودار تابع با ضابطه -61 = 4ݔ− + 3ݔ8 + 2ݔܽ +   کدام است؟ ܽاست.  ܾ

1( 18-                          3 (12-  

2 (15-                          4 (9-  
  

(ݔ)݂ي ي بین مماس چپ و راست نمودار تابع با ضابطهزاویه θاگر  -62 = ൤2+ cos ௫2൨ sin  ݔ2

ݔي در نقطه = tanباشد،  ߨ   (نماد [] جزء صحیح است). کدام است؟ ߠ

1 (1
9                              2 (1

5                                 3 (2
9                              4 (2

5  

ݕ2ݔي از رابطه -63 + 2ݕ + 3 = ௗ2௬مقدار  ٠

ௗ௫2 کدام است؟2, -1ي (در نقطه (  

1 (11-                          2 (9-                               3 (8-                            4 (6-  

(ݔ)݂اگر  -64 = ݔ + ݁௫ ي تلاقی آن با محور در نقطه 1ି݂ي خط  قائم بر منحنی تابع باشد، معادلهxها کدام است؟  

ݕ2) 1 − ݔ = ݕ2) 2          1− − ݔ = ݕ) 3               1 − ݔ2 = ݕ) 4              1 + ݔ2 = 2  
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ݕنمودار تابع   -65 = xln|در کدام بازه نزولی و تقعر آن رو به پایین است؟ |ݔ  

1 ((−1, ି1
௘
)                  2 ( (

ି1
௘
, ٠)                       3 ( (٠,

1
௘
)                      4 ((

1
௘
, 1)  

شود. سرعت کاهش  دور می Aي واحد در ثانیه از نقطه 2/0با سرعت ثابت  =10ABاي به قطر دایرهبر روي نیم Mي نقطه -66
ܤመܣܯي زاویه =   کدام است؟ =6MAي وتر در لحظه ߠ

1 (025/0                      3 (045/0  

2 (040/0                      4 (050/0  

(ݔ)݂ي ضابطهشکل زیر، نمودار تابع با  -67 = 4ݔ − 3ݔ + 2ݔܽ +   کدام است؟ ܾاست.  ݔܾ

1 (11-                         3 (9-  

2 (10-                         4 (8-  

ݕمشتق تابع  -68 = 2 sin2(గ6 −
௫
ݔبه ازاي  (4 = గ

  کدام است؟ 3

1 (−
ට3

2                        2 (−
1
2                            3 (−

1
4                        4 (−

1
8  

ݕݔ4ඥدر تابع ضمنی  -69 +
1

2௬ − ݔ2 = ي خط مماس بر منحنی آن در منظور شده است. معادله xبر حسب متغیر  y،  تابع 1

  ) کدام است؟1,4ي (نقطه

ݕ) 1 + ݔ2 = ݕ2) 2            9 − ݔ = ݕ3) 3           2− + ݔ = ݕ3) 4           7 − ݔ = −1  

(ݔ)݂ي ضابطهتابع با  -70 = ൞
sin2 ݔ − cos ݔ2 	; 			0 < ݔ ≤ గ

4

ܽ tan ݔ + ܾ sin ݔ2 	; 		గ4 < ݔ ≤ గ
2

ݔي در نقطه  = గ
  کدام است؟ ܾپذیر است. مشتق 4

1 (1-                          2 (−
1
2                             3 (1

2                             4 (1  

(ݔ)݂ي در کدام بازه تابع با ضابطه -71 = 4ݔ− + 3ݔ8 −   نزولی و تقعر نمودار آن روبه بالا است؟ 2ݔ18

1) (3,1                      (2) (4,1                          (3) (1,0                        (4) (3,0(  

(ݔ)݂ي ضابطهنمودار تابع با  شکل مقابل -72 = ௫ା௔

௫2ା௕௫ା4
  چگونه است؟ ܾو  ܽاست. مقادیر  
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1 (ܽ < ٠	, ܾ = 4   

2 (ܽ < ٠	, ܾ = −4  

3 (ܽ > ٠	, ܾ = 4  

4 (ܽ > ٠	, ܾ = −4  

(ݔ)݂ي در تابع با ضابطه -73 = ݔي ، آهنگ متوسط تغییر تابع از نقطه ݔ√ = ݔ	25/6تا  4 ي اي آن در نقطه، از آهنگ لحظه=
ݔ =   چقدر کمتر است؟ 4

1 (1
36                              2 (1

18                                3 (5
72                                    4 (1

12  

ݕمشتق  -74 = sin3 ට2ݔبه ازاي  ݔ = గ2

  کدام است؟ 18

1 (9
8గ                             2 (9

4గ                               3 (27
8గ                                   4 (27

4గ  

ݕخط قائم بر منحنی  -75 = ௫݁ݔ
  کند؟ها را با کدام طول قطع میxواقع بر آن، محور  2اي به طول در نقطه 2ି4

1 (10                             2 (16                              3 (18                                   4 (20  

(ݔ)݂ي تابع با ضابطه -76 = ቐ
3
௫
− 5						; ݔ							 ≥ 1

2ݔ + ݔܽ + ܾ	; ݔ < 1
ݔاي به طول در نقطه  =   کدام است؟ ܾپذیر است. مشتق 1

1 (1                              2 (2                                 3 (3                                    4 (4  

(ݔ)݂ي در کدام بازه تابع با ضابطه -77 =
1
4 ݔ

4 +
1
2 ݔ

3 −   صعودي و تقعر نمودار آن روبه پایین است؟ 2ݔ3

1) (0,2-                 (      2) (1,2-          (                 3) (2,1-                    (        4) (1,0(  

(ݔ)݂ي ضابطهنمودار تابع با  شکل مقابل -78 =
௫2ା௔௫ା4
௫ା௕

  چگونه است؟ ܾو  ܽاست. مقادیر  

1 (ܽ < ٠	, ܾ < ٠                          3 (ܽ > ٠	, ܾ = ٠  

2 (ܽ = ٠	, ܾ > ٠                         4 (ܽ < ٠	, ܾ = ٠  

  

ݕمشتق تابع   -79 = cos2(tanି1ݔ)  ݔبه ازاي =   کدام است؟ 1
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1 (−
1
2                           2 (−

1
4                             3 (1

4                                4 (1  

ݕرو، نمودار تابع شکل روبه -80 =   به کدام صورت است؟ (ݔ)′݂است. نمودار  (ݔ)݂

  

  

  

  

  
  

,2)ܣي از نقطه -81 ݕ	دو خط مماس بر منحنی  (1− =
1
2 ݔ

2 −   ي بین این دو خط مماس کدام است؟رسم شده است. زاویهݔ

1( గ4                                2 (గ
3                                3 (గ

  12ି݊ܽݐ) 4                                2

(ݔ)݂ي مشتق راست تابع با ضابطه -82 = [ݔ]) − ݔට9(|ݔ|
3

ݔي در نقطه  =   کدام است؟ 3−

1 (−
16
3                            2 (5-                              3 (4-                              4 (7

3  

ݕ2ي واقع بر آن، به معادله 3اي به طول در نقطه݂	خط مماس بر منحنی تابع  -83 + ݔ = (ݔ)݃است. اگر  7 =
1
௫
،  (ݔ)1ି݂

  کدام است؟ (ݔ)ᇱ݃گاه آن

 1 (−
7
4                             2 (−

5
4                            3 (−

3
4                             4 (1

4  

(ݔ)݂ يبا ضابطهتابع  در کدام بازه  -84 =   است؟ بالارو به  نمودار آن و تقعر صعودي 3݁ି௫ݔ

1 ((0,3− ට3)                  2 ( (3− ට3, 3)             3 ((3,3+ ට3)               4 ((3+ට3, +∞)              

(ݔ)݂ي ضابطه، نمودار تابع با شکل مقابل -85 =
௔ ୱ୧୬2௫ା௕
ୱ୧୬௫ାୡ୭ୱ௫

  کدام است؟ ܽي تناوب است. در یک دوره 

1 (1-                             3 (ට2  

2 (1                               4 (2  

ݕمشتق تابع  -86 = tan2(గ3 + sinି1ݔبه ازاي  (ݔ =
ට3

  کدام است؟ 2
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1 (−16ට3                        2 (−12ට3                         3 (−8ට3                       4 (−4ට3  

ݕرو، نمودار تابع شکل روبه -87 =   به کدام صورت است؟ (ݔ)′݂است. نمودار  (ݔ)݂

  

  
ݕ	دو خط مماس بر منحنی  (2,9)ܣي از نقطه -88 = 2ݔ− + ݔ2 + ي بین این دو خط مماس رسم شده است. تانژانت زاویه5

  کدام است؟

1 (5
12                                2 (7

10                                3 (8
11                                4 (7

6  

(ݔ)݂هاي دو تابع با ضابطه -89 = ݔ3 + (ݔ)݃و  |ݔ| =
3
4 ݔ + در مبدأ  ݂݋݃تابع  ܽاند. به ازاي کدام مقدار  مفروض |ݔ|ܽ

  مختصات، مشتق پذیر است؟

1 (−
1
4                             2 (−

1
2                              3 (1

  ܽهیچ مقدار ) 4                                2

(ݔ)݃باشد،   ݂پذیر وارون تابع مشتق 1ି݂اگر  -90 = ට2݂و  (ݔ)1ି݂ݔ ቀ4ቁ = ݂و  2 ᇱ ቀ4ቁ = 1
کدام  ᇱ(2)݃گاه ، آن 3

  است؟ 

1 (6                                 2 (7                                3 (8                                4 (9  

(ݔ)݂ي در کدام بازه تابع با ضابطه -91 = ݁௫ି2௫2
  صعودي و تقعر نمودار آن رو به پایین است؟ 

1 ((−∞,
1
4)                      2 ( (−

1
4 ,

1
4)                    3 ((−

1
4 ,

3
4)                      4 ((

1
4 ,

3
4)      
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(ݔ)݂تی از نمودار تابع م، قسشکل مقابل -92 = ௔ ୱ୧୬௫ିୡ୭ୱ௫
௕ାୡ୭ୱ2௫  .کدام است؟ ܽاست  

1 (−ට2                            3 (ට2  

2 (1                                  4 (2  

ݕي مشتق تابع اندازه -93 = ln ݁√ୱ୧୬௫  ݔبه ازاي = ஠
  واقع بر آن، کدام است؟ 6

1 (
ට3

8                               2 (
ට6

8                              3 (
ට3

4                              4 (
ට6

4  

ݕکمترین مقدار تابع  -94 =
1
4 ݔ

4 − 3ݔ −   کدام است؟ 2ݔ2

1 (36-                              2 (32-                            3 (24-                         4 (18-  

ݕ، نمودار تابع روشکل روبه -95 = ݔܽ
3
2 + ݔܾ

1
  کدام است؟ ܾاست. مقدار  2

1 (1
2                                   3 (3

2  

2 (1                                   4 (2  

ݕتقعر نمودار  -96 = ݔ) + ,ܽ)ي در بازه ݔ√(3 ܾرو به پایین است. بیشترین مقدار  (ܾ −   کدام است؟ ܽ

1 (1                               2 (2                                3 (3                              4 (+∞  

ݕي عرض از مبدأ خط مماس بر منحنی به معادله  -97 = ݈݊ට
௦௜௡௫

1ା௖௢௦ ௫ ݔي در نقطه = ஠
  واقع بر آن کدام است؟ 2

1 (− ஠
4                           2 (− ஠

2                             3 (஠
4                              4 (஠

2  

ݕبیشترین مقدار تابع  -98 = 3ݔ − 2ݔ3 − ݔ9 +   ] کدام است؟-2,2ي [در بازه 5

1 (9                               2 (10                              3 (12                             4 (17  

ݕ، نمودار تابع روشکل روبه -99 = 4ݔܽ + 3ݔ2 +   کدام است؟ ܽاست.  2ݔܾ

1 (1-                                 3 (−
1
4  

2 (−
1
2                                4 (1

4  
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ݕي تقعر منحنی به معادله -100 = 2ݔටݔ + ,ܽ)ي در بازه 2   کدام است؟ ܽترین مقدار رو به بالاست. کم (∞+

  ∞−) 4                              1) 3                               -1) 2) صفر                           1

(ݔ)݂اگر  -101 = 2ݔ) − ݔ − 2)ට2ݔ − ݔ7
3

limباشد، حاصل  
௛→0

௙ቀି1ା௛ቁି୤(ି1)
௛

  کدام است؟ 

1 (6-                              2 (3-                              3 (−
3
2                            4 (−

3
4  

(ݔ)݂ي تابع با ضابطه -102 = ൞
3ݔܽ + ;	ݔܾ ݔ < 1

2ට4ݔ − 3	; ݔ ≥ 1
  کدام است؟ ܾبر روي مجموعه اعداد حقیقی مشتق پذیر است.  

1 (1
2                               2 (1                                3 (3

2                               4 (2  

(ݔ)݂اگر  -103 =
௫3ି2

1ା௫3  (ݔ)݃و = ටݔ − 1
3

݂، حاصل  ᇱ൫݃(ݔ)൯. ݃ᇱ(ݔ) کدام است؟  

1 (3
௫

                               2 (3

௫2                               3 (1
3௫                             4 (௫ି3

௫2   

(ݔ)݂اگر  -104 = ;	௫݁ݔ ݔ > ها را با کدام  yواقع بر آن، محور  eاي به طول در نقطه 1ି݂گاه خط مماس بر نمودار تابع آن 0
  کند؟عرض قطع می

1 (1
4                               2 (1

3                                 3 (1
2                                4 (1

௘
  

ݕي ، تقعر منحنی به معادلهܽبه ازاي کدام مجموعه مقادیر  -105 = 4ݔ + 3ݔܽ +
3
2 ݔ

  ، همواره روبه بالا است؟ 2

1 (−1 < ܽ < 1            2 (−1 < ܽ < 2              3 (−2 < ܽ < 1              4 (−2 < ܽ < 2  

ݕي مجموعه طول نقاط عطف منحنی به معادله -106 = 2ݔ|ݔ −   کدام است؟ |ݔ4

1 ({
4
3}                            2 ({0, 4

3 , 4}                      3 ({
4
3 , 4}                        4 ({0, 4

3}  
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(ݔ)݂ي ضابطهنمودار تابع با  شکل مقابل -107 = ௫3ା௔௫2

௫2ା௕௫ା௖
ܾܿ) عدداست.   − چگونه  (ܽ

  است؟

1 (2-                              3 (1  

2 (1-                              4 (2  

(ݔ)݂ي تابع با ضابطهدر  -108 = ቐ
ݔ −

1
௫
												 ; ݔ ≥ 1

2ݔ + ݔܽ + ܾ	; ݔ < 1
݂مقدار   ᇱ ቀ1ቁ  ،موجود است

݂ ൬1−ට2൰ باشد؟کدام می  

1 (3− ට2                     2 (2− ට2                       3 (2− 2ට2                 4 (3− 2ට2  

ݕي ) بر منحنی پیوسته-3,1و ( )2,1ي (خط گذرا بر دو نقطه -109 = ݔي در نقطه (ݔ)݂ = مماس است. حد عبارت  3
௙2(௫)ା4௙(௫)ି5

3ି௫  ݔوقتی →   باشد؟کدام می 3

1 (2                              2 (3                                 3 (4                               4 (5  

(ݔ)݂اگر  -110 = ௫

ට1ି௫2
(ݔ)݃و   = ௫

ට1ା௫2
݂، حاصل  ᇱ(ݔ). ݃ᇱ(݂(ݔ)) کدام است؟   

1) 4                               ݔ) 3                                 1) 2                             -1) 1
2    ݔ

ݔاگر  -111 > (ݔ)݂؛  2 =
2௫ି1
୶ା2  واقع بر آن، محور  1اي به طول در نقطه 1ି݂باشد، خط قائم بر نمودار تابعxها را با کدام طول 

  کند؟قطع می

1 (10                             2 (12                               3 (14                             4 (16  

ݕي هاي نسبی تابع با ضابطه، طول یکی از اکسترممܽبه ازاي کدام مجموعه مقادیر  -112 = 3ݔ + 2ݔܽ − ) 4,1ي (، در بازه ݔ8
  قرار دارد؟

1 (−3 < ܽ < 1/5           2 (−3 < ܽ < 2/5          3 (−5 < ܽ < 1/5         4 (−5 < ܽ < 2/5  

(ݔ)݂نقاط بحرانی بر روي نمودار تابع  -113 = ݔ) − 2ݔ|(1 + ݔ − سه رأس مثلثی هستند. مساحت این مثلث کدام  |2
  باشد؟می

1 (4                                 2 (5/4                              3 (6                               4 (8  
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ݕشکل مقابل، نمودار تابع  -114 =   باشد؟برابر کدام می (ݔ)ܷاست.  1ܷି݊ܽݐ

1 (1ି௫
1ା௫                                    3 (௫ା1

௫ି1  

2 (1ା௫
1ି௫                              4 (௫ି1

௫ା1  

  

1ି௖௢௦2௫ مقدار مشتق -115

2ି௦௜௡2௫
ݔبه ازاي   = గ

  کدام است؟ 4

1 (4
9                              2 (5

9                                3 (7
9                                4 (8

9  

ݕمنحنی نمایش  -116 = 4ݔ− + 3ݔ4 −   در کدام بازه صعودي و تقعر آن رو به پایین است؟ 3

1) (3,2                         (2) (2,0           (              3) (3,0                          (4) (+∞ ,2(  

yنمودار تابع  -117 = ୶3

୶2ା1
  در حوالی مبدأ مختصات چگونه است؟ 

  

+ට1مشتق عبارت  مقدار  -118 2݊ܽݐ 1
௫

ݔبه ازاي   =
3
గ

  کدام است؟ 

1 (
ି2గ2ට3

9                       2 (ି2గ2

9                         3 (2గ2

9                             4 (
2గ2ට3

9  

ݕمنحنی نمایش  -119 =
1
3 ݔ

3 − 2ݔ −   در کدام بازه نزولی و تقعر آن رو به بالا است؟ ݔ3

1) (1,1-                         (2) (3,1-                       (3) (3,1                          (4) (+∞ ,1(  

ݕنمودار تابع  -120 = ݔ
8
5 − ݔ4

3
  در حوالی مبدأ مختصات چگونه است؟ 5
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(ݔ)݂ي تابع با ضابطه -121 = ൤
1
௫
൨ پذیر است؟در کدام بازه مشتق  

1] (1,0                            [2) (0,1-(                     3 ([1, +∞)                      4 ((−∞,−1)  

(ݔ)݂يتابع با ضابطه -122 = ቐ
ݔܽ + ܾ	; 		−1 ≤ ݔ < 0
2ݔ + ;	ݔܿ 	0 ≤ ݔ	 < 1

کدام  ܽکند. ي رول صدق می] در شرایط قضیه-1,1ي [بر بازه 

  است؟

1 (−
1
2                               2 (−

1
3                           3 (1

3                                    4 (1
2  

(ݔ)݃اگر  -123 =
1
4ට5ݔ − (ݔ)݂و  9 = ݔبه ازاي  ݃݋݂، مشتق تابع  ݔߨ2݊݅ݏ =   کدام است؟ 2

1 (3
4                                  2 (5

8                                3 (3
5) 4                                ߨ4

  ߨ8

(ݔ)݂اگر  -124 = [ݔ] − (ݔ)݃و  ݔ = 2௫کدام نوع را دارد؟ نسبیاز نظر اکسترمم  ݂݋݃گاه ، آن  

  فاقد مینیمم -) فاقد ماکزیمم4        مینیمم -) فاقد ماکزیمم3فاقد مینیمم        -) ماکزیمم2      مینیمم        -) ماکزیمم1

ܽاگر  -125 > 3௔ା௫متغیر باشد، مینیمم مقدار  ݔو ثابت، و  0

ට௔3௫
  کدام است؟ 4

1 (2ܽ                               2 (3ܽ                               3 (3                                4 (4  

ݕي تقعر نمودار تابع با ضابطه -126 = sin ݔ + ௫2

గ
0وقتی   ≤ ݔ ≤ గ

  به کدام صورت است؟ 2

  ) رو به بالا2) روبه پایین                                                1

  ) ابتدا رو به بالا و سپس رو به پایین4به بالا                    ) ابتدا رو به پایین و سپس رو3
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(ݔ)݂ي ضابطهنمودار تابع با  شکل مقابل -127 =
௔௫2ା௕௫ା2

௫2ା1
,ܽ)است. دوتایی مرتب     کدام است؟ (ܾ

1 ()2-,1(                             3) (4-,2(  

2) (2,1(                               4) (4,2(  
  

݂اگر  -128 ᇱ ቀ0ቁ = ݃ ቀ0ቁ = (ݔ)݂و  1 = ݔ + 1+ ݂، مقدار 5((ݔ)݃) ᇱᇱ ቀ0ቁ برابر کدام است؟  

1 (4݃ᇱᇱ ቀ0ቁ                     2 (5݃ᇱᇱ ቀ0ቁ                   3 (4݃ᇱᇱ ቀ0ቁ + 20              4 (5݃ᇱᇱ ቀ0ቁ + 20  

(ݔ)݂اگر   -129 = ௫

ට1ା௫2
ቀ݂ି1ቁگاه ، آن 

ᇱ
൬

3
5൰ کدام است؟  

1 (125
64                               2 (32

25                             3( 25
32                                  4 (64

125  

متر و به شکل مستطیلی که یک طرف آن رودخانه  88توان توسط یک طناب به طول زمینی را که میترین مساحت از بیش -130
  است؟است محصور نمود چند متر مربع 

1 (958                             2 (968                           3 (978                               4 (988  

3ݕخط مماس بر نمودار  -131 + 2ݕݔ3 − ݕ3ݔ3 =   گذرد؟ي مختصات می) از کدام نواحی صفحه1,1ي (در نقطه 1

  ) اول و دوم و چهارم4) اول و دوم و سوم             3چهارم                     ) اول و2) اول و سوم                       1

(ݔ)݂ي اگر تابع با ضابطه -132 = ቐ
1+ ܽ cos ݔߨ 			; ݔ			 > 1
b2ݔ + ;									ݔ ݔ			 ≤ 1

  کدام است؟ ܽپذیر باشد، مشتق Rبر روي  

1 (1                                   2 (−
1
2                              3 (1-                             4 (1

2  

متر بر ثانیه به زمین نزدیک شود، وقتی پاي  5/0متر به دیواري تکیه دارد. اگر انتهاي نردبان با سرعت  10نردبانی به طول  -133
  شود؟ر دور میمتري دیوار است با سرعت چند متر بر ثانیه از دیوا 6ي نردبان در فاصله

1 (1
2                                    2 (3

2                                 3 (3
4                                4 (3

5  

(ݔ)݂شکل مقابل، قسمتی از نمودار تابع  -134 = ܽ cos ݔ4 + ܾ sin   کدام است؟ ܾاست.  ݔ2
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1 (2  

2 (2-  

3 (ට3  

4 (−ට3  

(ݔ)݂ي در تابع با ضابطه -135 = ௫
୶ି1  1ݔآهنگ متوسط از = 2ݔتا  2 = ݔاي آن در برابر آهنگ لحظه 5 = کدام  ߙاست.  ߙ

  است؟

1 (5/2                                2 (1+ ට3                          3 (3                            4 (4  

ݕمقدار مشتق تابع  -136 = 2ݏ݋ܿ గ
3௫  ݔبه ازاي =   کدام است؟ 4

1 (గ
96                                   2 (గ

72                                 3 (గ
48                             4 (గ

32  

(ݔ)݂ي در تابع با ضابطه -137 = ൞
ට(2ݔ + 6)23

			; ݔ			 > 1

ݔܽ + ܾ									; ݔ			 ≤ 1
݂مقدار    ᇱ ቀ1ቁ  .کدام است؟ ܾموجود است  

1 (4
3                                     2 (7

3                                 3 (8
3                                4 (10

3  

2ݕي عرض از مبدأ خط قائم بر منحنی به معادله -138 = ݕ ln(2ݔ − 3) +   ) کدام است؟2,-2ي (در نقطه ݔ2

1 (−
2
3                               2 (−

1
2                                3 (2

3                                 4 (3
2  

(ݔ)݂ي ي عطف نمودار تابع با ضابطهطول نقطه -139 =
(2ି௫)2

௫
  کدام است؟ 

  ي عطف) فاقد نقطه4                                1) 3) صفر                               2                                 -1) 1

(ݔ)݂ي قسمتی از نمودار تابع با ضابطه زیرشکل  -140 = ୶2ା௔
୶ା௕

  اند؟به کدام صورت ܾو  ܽاست. مقادیر  
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1 (ܽ > ܾ = −1  

2 (ܽ < ܾ = −1  

3 (ܾ > ܽ = −1  

4 (ܾ < ܽ = −1  

(ݔ)݂ي در تابع با ضابطه -141 =
36

௫2  1ݔ، آهنگ متوسط تابع از = 2ݔتا  2 = ݔاي آن، در چقدر از آهنگ لحظه 3 = ට12
3

 

  تر است؟بیش

1 (1                                 2 (5/1                               3 (2                                 4 (5/2  

ݕمقدار مشتق تابع  -142 = గ3)2ݏ݋ܿ +
௫
ݔبه ازاي  (4 = గ

  کدام است؟ 3

1 (−
1
4                               2 (−

1
8                             3 (1

4                                  4 (1
4  

(ݔ)݂ي در تابع با ضابطه -143 = ݔ√ݔ + ݔ| − ା݂مقدار  |1
ᇱ ቀ1ቁ − ݂ି ᇱ ቀ1ቁ کدام است؟  

1 (2                                  2 (3                                3 (4                                 4 (5  

2ݔ)lnخط مماس بر منحنی  -144 − (ݕ = 	ටݕ + 1−   ؟کندي اول را با کدام طول قطع می) نیمساز ناحیه3,2ي (در نقطه ݔ

1 (3
4                                    2 (5

4                               3 (4
3                                 4 (5

3  

ݕي ي عطف منحنی به معادلهنقطهطول  -145 = ௫
1ା|௫| کدام است؟  

  ي عطفنقطه) فاقد 4                                1) 3) صفر                               2                                 -1) 1

(ݔ)݂ي شکل مقابل نمودار تابع با ضابطه -146 =
1
4 ݔ

4 + 3ݔܽ + 2ݔܾ + ܽاست.  2 +   ؟کدام است ܾ

1( 1-                                 3 (1  

  2) 4                                ) صفر2

,0)ܣي از نقطه -147 α) ݕي دو خط مماس عمود بر هم به معادله =
1
2 ݔ

2 + کدام  αرسم شده است.  3

  است؟

1 (3
2                                  2 (2                                  3 (9

4                                 4 (5
2  
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(ݔ)݂اگر مماس چپ و مماس راست تابع  -148 = ݔ)|ݔ| +  ܽدار آن عمود بر هم باشند، مجموعه مقادیر ي زاویهدر نقطه (ܽ
  کدام است؟

1 ({−1}                           2 ({1}                               3 ({−1,1}                        4 (∅  

(ݔ)݂ي از منحنی به معادله -1و  1هاي خطی که دو نقطه به طول -149 = 3ݔ + 2ݔܽ + را به هم وصل کند، بر این منحنی  ݔ2
  کدام است؟  ܽمماس است. 

1 (1 ،1-                            2 (2 ،1-                            3 (2 ،1                              4 (1 ،2-  

ݔ3ترین مقدار باشند، بیش 5ට2وتر  طول دو ضلع قائم از مثلثی به yو  xاگر  -150 +   کدام است؟ ݕ4

1 (25ට2                           2 (36                               3 (28ට2                           4 (40  

,ܽ]روي  ݂تابع  -151 ܽتعریف شده و  [ܾ < ܾ <   است؟ نادرستاست. کدام بیان  ܿ

݂ي اکسترمم نسبی و نقطه ܿ) اگر 1 ᇱ(ܿ) افقی است. ܿدر گاه خط مماس بر منحنی وجود داشته باشد، آن  

  ي بحرانی است.نقطه ܿگاه ي اکسترمم نسبی باشد، آننقطه ܿ) اگر 2

  ي اکسترمم نسبی است.نقطه ܿگاه ي بحرانی باشد، آننقطه ܿ) اگر 3

  ي بحرانی است.نقطه ܿگاه ي اکسترمم مطلق باشد، آننقطه ܿ) اگر 4

(ݔ)݂ي تعداد نقاط بحرانی تابع با ضابطه -152 = 3ݔ| −   ] کدام است؟-2,1ي [روي بازه  |ݔ

1 (3                                2 (4                                3 (5                                  4 (6  

ݕي مجموعه طول نقاطی که تقعر منحنی به معادله -153 =
ି2

௫2ା3
  رو به بالا باشد، به کدام صورت است؟ 

|ݔ|) 1 < |ݔ|) 2                     1 < |ݔ|) 3                       2 > ට2                    4 (|ݔ| > ට3  

(ݔ)݂ي شکل مقابل نمودار تابع با ضابطه -154 =
௔௫ା3

௫2ା௕௫
,ܽ)است. دوتایی مرتب     کدام است؟ (ܾ

1) (2- ,2-(                       3) (0,2-(  

2) (0,2(                           4) (2,2(  

  

,0)ܣي از نقطه -155 ݕي دو خط مماس بر منحنی به معادله (2− = 2ݔ − و   Aهاي رسم شده است. مساحت مثلث به رأس 1
  ي تماس کدام است؟دو نقطه
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1 (2                                  2 (5
2                                  3 (3                                 4 (4  

  داراي مینیمم است و مشتق راست دارد. الزاما این مشتق چگونه است؟ ܿي در نقطه ݂تابع  -156

  ) نامثبت4                ) نامنفی           3) منفی                             2) مثبت                             1

−و  1هاي خط گذرا بر دو نقطه به طول -157
1
ݕي واقع بر منحنی به معادله 2 =

1

௫2 اي با کدام طول بر این منحنی مماس در نقطه

  است؟

1 (2-                                2 (−
1
  ) نشدنی4                                 1) 3                               2

,ݔ)ܯي نقطه -158 ݕبر روي منحنی  (ݕ = افزایش یابد،  05/0با سرعت ثابت  xي شود. اگر مولفهاز مبدأ مختصات دور می 2ݔ

ݔي از مبأ مختصات در لحظه ܯي سرعت افزایش فاصله =
12
  است؟ تقریبا کدام 5

1 (18/0                             2 (21/0                            3 (24/0                             4 (26/0  

(ݔ)݂ي تابع با ضابطه -159 = 4ݔ − 2ݔ6 +   از نظر اکسترمم نسبی کدام وضع را دارد؟ ݔ8

  ماکزیمم نسبی) 2) مینیمم نسبی                                      1

  ) فاقد اکسترمم نسبی4) مینیمم نسبی و ماکزیمم نسبی                 3

(ݔ)݂ي تعداد نقاط بحرانی تابع با ضابطه -160 =
ට1ା௫2

௫
  ي خود، کدام است؟بر روي دامنه 

  شمار) بی4                                  2) 3                               1) 2) صفر                              1

(ݔ)݂ي تقعر نمودار تابع با ضابطهمجموعه نقاطی که  -161 = 2ݔ + 2ට2 cos 0؛  ݔ ≤ ݔ ≤ رو به بالا باشد در کدام بازه  ߨ2

  است؟

1 ((0, 3గ
4 )                         2 ((గ4 ,

3గ
4 )                       3 ((గ4 ,

7గ
4 )                         4 ((

3గ
4 ,

5గ
4 )  

(ݔ)݂ي شکل مقابل نمودار تابع با ضابطه -162  = ݔܽ + ට2ݔ + ݔܾ + ,ܽ)است. دوتایی مرتب  5   کدام است؟ (ܾ

1) (4- ,1-(  

2) (4,1-(  

3) (4-,1(  

4) (4,1(  
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  پاسخنامه
  1گزینه  -1

(ݔ)݂روش اول (به صورت ضرب):                                                 = (cos ݔ − sin (ݔ ×
1

ୡ୭ୱ௫ାୱ୧୬௫
  

݂ ᇱ(ݔ) = ቌቀ1− sin ݔ − cos ቁݔ ×
1

cos ݔ + sin ݔ
ቍ + ൭

−(−sin ݔ − sin (ݔ

(cos ݔ + sin 2(ݔ − (cos ݔ − sin  ൱(ݔ

݂ ᇱ൭
ߨ
4
൱ = −1 

(ݔ)݂روش دوم (به صورت تقسیم):                                    = ୡ୭ୱ௫ିୱ୧୬௫
ୡ୭ୱ௫ାୱ୧୬௫

  



 09113137396دبیر: علی نیا                    دبیر ریاضی فریدونکنار                         شماره تماس: 

٢٤ 
  www.riazisara.ir                                                                                          را س یضیار تیسا زا دولناد

݂ ᇱ(ݔ) =
−(sin ݔ + cos 2(ݔ + (cosݔ − sin 2(ݔ

(cos ݔ + sin 2(ݔ = −1 

  4گزینه  -2

  ابتدا شیب خط مماس:

݂براي مشتق ضمنی داریم:     ᇱ(ݔ, (ݕ = − ௙ೣᇲ

௙೤ᇲ
=

2௫௬ି2√௬

௫2ି2௫
1

2ඥ೤

= −
12
3 = −4				(2,4)		  

ݕ − 4 = −4 ቀx − 2ቁ → ݕ + ݔ4 = 12 

  4گزینه  -3

 نقطه عطف مشتق دوم مساوي صفر  

 ماکزیمم مشتق اول مساوي صفر  

 دهد. تغییر جهتکه ماکزیمم باشد باید حول ماکزیمم شرط آن  

ᇱݕ = 2ݔ3ܽ + ݔ2ܾ − 3	 → y" = ݔ6ܽ + 2ܾ = ݔ			٠ = −
ܾ
3ܽ

= +1 → −ܾ = ,1+)	نقطه	عطف		(1)	3ܽ −2) 

  کند:                  ي فوق صدق میي عطف در معادلهدانیم مختصات نقطهاز طرفی می

݂ ቀ1ቁ = −2 = ܽ + ܾ − 3− 1 → ܽ + ܾ = 2		 ቀ2ቁ		
ቀ1ቁ,ቀ2ቁ
ሱ⎯⎯⎯ሮ			 ൝

ܽ = −1
ܾ = +3

			→ ݕ		 = 3ݔ− + 2ݔ3 − ݔ3 − 1 

  دهیم:پس مشتق اول گرفته و برابر صفر قرار میماکزیمم نسبی را خواسته، 

ᇱݕ = 2ݔ3− + ݔ6 − 3 = −3 ቀ2ݔ − ݔ2 + 1ቁ = ݔ)3− − 1)2 = ٠	 → 	 ݔ) − 1)2 = ٠	 → ݔ = 1 

ݔ =   فاقد ماکزیمم نسبی  ←تابع همواره صعودي   ←ي مضاعف مشتق اول ریشه 1

ݔبه عبارت دیگر، تابع حول  =   است).دهد تا ماکزیمم شود (همواره مثبت هیچگاه تغییر علامتی نمی 1

  2گزینه  -4

	از شکل 
ݔ	مجانب	قائم		 = ٠	

(2,٠)		در	معادله	صدق	میکند	
ൡ ←	                  ܾ = ٠	 ቀ2,٠ቁ 	→ ݂ ቀ2ቁ = ٠ =

2ା௔(2)2

2 → ܽ = −
1
2	  

ܽ − ܾ = −
1
2
− ٠ =	−

1
2
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  3گزینه  -5

ᇱݕ = 2 × 2 × (−
1
4
)	(− sin(

ߨ
6
−
ݔ
4
)ݏ݋ܿ((

ߨ
6
−
ݔ
4
) = sin(

ߨ
6
−
ݔ
4
) )ݏ݋ܿ

ߨ
6
−
ݔ
4
) 

ᇱݕ =
1
2
sin(

ߨ
3
−
ݔ
2
)							݂ ᇱ(

ߨ
6
) =

1
2
sin(

ߨ
3
−
ݔ
2
) =

1
2
sin(

ߨ
4
) =

ට2

4
 

  1گزینه  -6

ඥݕ
3

+ ݔ√ݔ − 9 = ٠		݂ ᇱ(ݔ, (ݕ = 	− ௫݂
ᇱ

௬݂
ᇱ = −

ݔ + ݔ
ݔ√2

1

3ට2ݕ
3

→ ݉ = ݂ ᇱ ቀ4,1ቁ = −9 

ݕ − 1 = −9 ቀݔ − 4ቁ → ݕ + ݔ9 = 37 

  است بنابراین نیازي به نوشتن خط مماس نیست. -9، 1ي ها فقط شیب گزینهباشد و در گزینهمی -9چون شیب خط مماس برابر 

  3گزینه  -7

ݕ = 3ݔܽ − 2ݔ − ݔ3 + ܾ	 → ᇱݕ = 2ݔ3ܽ − ݔ2 − 3	 → "ݕ = ݔ6ܽ − 2 

ܣ ቀ1, −3ቁ →

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧1) − 3 = ܽ(1)3 − (1)2 − 3 ቀ1ቁ + ܾ	 → ܽ + ܾ = 1

2)	6ܽ ቀ1ቁ − 2 = ٠	 → ܽ =
1
3
		→ 		ܾ =

2
3
	

 

ᇱݕ = 2ݔ − ݔ2 − 3	 → yᇱ = ٠	 → 	 2ݔ − ݔ2 − 3 = 	٠	
௕ୀ௔ା௖
ሱ⎯⎯⎯ሮ		ቐ

ݔ = −1	 → ݔܽ݉

ݔ = −
ܿ
ܽ
= 3	 → ݉݅݊

 

݂ ቀ−1ቁ =
1
3
(−1)3 − (−1)2 − 3(−1) +

2
3
=

7
3
 

  2گزینه  -8

ݔها یا خط yچون محور  =   باشد، پس مخرج کسر برابر صفر است.مجانب قائم تابع می ٠

ݔ + ܾ = 0	 ௫ୀ٠,ୠୀ٠
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ 	y =

2ݔܽ − 1
ݔ

,			อ
2
٠
		 → ٠ =	

ܽ(2)2 − 1
2

	→ 4ܽ = 1	 → ܽ =
1
4
		ܽ + ܾ =

1
4
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  2گزینه  -9

(ݔ)݂ = sin(
ߨ
3
+ 1ି݊ܽݐ ݔ

2
) 	→ ݂ ᇱ(ݔ) =

1
2

1+ 2ݔ

4

cos(
ߨ
3
+ 1ି݊ܽݐ ݔ

2
) 	→ ݂ ᇱ ൬2ට3൰ =

1
2
4
cos(

ߨ
3
+
ߨ
3
)	 

→
1
8
cos

ߨ2
3
= −

1
16

 

  4ي گزینه -10

ݔتابع در  =   مشتق ناپذیر است. 1

ା݂
ᇱ ቀ1ቁ = lim

௛→٠
శ

݂ ቀ1+ ℎቁ − ݂ ቀ1ቁ
ℎ

= lim
௛→٠

శ

ln 1 + ℎ
ℎ

= lim
௛→٠

శ

1
1+ ℎ

1
= 1 

  و

݂ି ᇱ ቀ1ቁ = lim
௛→٠

ష

݂ ቀ1+ ℎቁ − ݂ ቀ1ቁ
ℎ

= lim
௛→٠

శ

− ln 1+ ℎ
ℎ

= lim
௛→٠

శ

−
1

1+ ℎ

1
= −1 

ݔاي به طول واضح است که دو نیم مماس در نقطه =   از نمودار تابع بر هم عمودند. 1

  3گزینه  -11

lim
௫→4

(ݔ)݂ + 7
ݔ − 4

= −
3
2
→ ݂ ᇱ ቀ4ቁ = −

3
2
			 , ݂ ቀ4ቁ = −7 

(ݔ)gمشتق تابع  =
௙(2௫)
௫

ݔرا در   =   آوریم:به دست می 2

gᇱ(ݔ) =
݂ݔ2 ᇱ ቀ2ݔቁ − (ݔ2)݂

2ݔ 	→ gᇱ ቀ2ቁ =
4݂ ᇱ ቀ4ቁ − ݂(4)

4
=

4 × ൭−
3
2൱ − (−7)

4
=

1
4
 

  4گزینه  -12

ݔ + ln ݔ = 	ݔ → ln ݔ = ٠	 → ݔ = 1	 
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  ) عبارت است از:1,1در ( 1ି݂ي خط مماس بر نمودار معادله

ቀ݂ି1ቁ
ᇱ
ቀ1ቁ =

1
݂ ᇱ(1)

=
1
2
ݕ			,			 − 1 =

1
2
ቀݔ − 1ቁ → ݕ =

1
2
ݔ +

1
2
→ ݕ2 − ݔ = 1 

  4گزینه  -13

3ݔ + 3ݕ − ݕݔ3 − 3 = ٠	 → ᇱݕ = −
2ݔ3 − ݕ3

2ݕ3 − ݔ3
ቚ
	

(1,2) = −
3− 6

12 − 3
=

1
3
 

  ) به صورت زیر است:2,1ي (ي خط قائم بر نمودار در نقطهمعادله

ݕ − 2 = −3 ቀݔ − 1ቁ → ݕ − 2 = ݔ3− + 3 → ݕ = ݔ3− + 5 

  + است.5بنابراین، عرض از مبدأ خط قائم 

  3گزینه  -14

ݎ݀
ݐ݀

=
ݒ݀
ݐ݀
ݎ݀
ݎ݀

=
3

2ݎߨ4 			→ 		
ݏ݀
ݐ݀

=
ݏ݀
ݎ݀

×
ݎ݀
ݐ݀

= ቀ8ݎߨቁ ×
3

2ݎߨ4 =
6
ݎ
	→

ݏ݀
ݐ݀
ቚ

	
ݎ = 4 =

6
4
= 1/5 

  2گزینه  -15

(ݔ)݂ = ݔ2ݏ݋ܿ − ݔݏ݋2ܿ → ݂ ᇱ(ݔ) = −2 sin ݔ cos ݔ + 2 sin ݔ < ٠	 → sin ݔ ቀ1− cos ቁݔ < ٠ 

→ sin ݔ < ٠ 

sinنزولی باشد باید  ݂که تابع براي این ݔ <   ي مثلثاتی باشد.ي سوم یا چهارم دایرهدر ناحیه ݔ، یعنی کمان ٠

(ݔ)"݂ = 2	cos2ݔ + ݔݏ݋2ܿ = ݔ2ݏ݋2ܿ)2− − 1 cos (ݔ < ٠	 → ݔ2ݏ݋2ܿ − ݔݏ݋ܿ − 1 < ٠ 

→ −
1
2
< cos ݔ < 1 

−رو به پایین باشد باید  ݂که تقعر براي این
1
2 < cos ݔ < ي هاي به دست آمده از دو شرط فوق بازهباشد. اشتراك جواب 1

,ߨ)
4గ
3   است. (

  2گزینه  -16
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݂ ᇱ(ݔ) =

1
ݔ√2

ට1− ݔ
× ൭1+ tan2 ൭

ߨ
6
+  ൱൱ݔ√1ି݊݅ݏ

݂ ᇱ ൭
1
4
൱ =

1

2ඨ
1
4

ඨ1−
1
4

×൮1+ tan2 ൮
ߨ
6
+ 1ඩି݊݅ݏ

1
4
൲൲ =

2

ට3
൭1+ ൬ට3൰

2
൱ =

8

ට3
 

  3گزینه  -17

ݕ =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ݔ − 1

ට2ݔ + 3
	 ; ݔ ≥ 1

−
ݔ − 1

ට2ݔ + 3
	 ; ݔ < 1

		→ 		 ᇱݕ =

ට2ݔ + 3−
ݔ2

2ට2ݔ + 3
ݔ) − 1)

2ݔ + 3
 

→

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ା݂
ᇱ ቀ1ቁ =

1
2

݂ି ᇱ ቀ1ቁ = −
1
2

		→ 	 tan ߠ =
ተ

ተ

1
2+

1
2

1−
1
4
ተ

ተ
=

1
3
4

=
4
3
 

  

  

  4گزینه  -18

lim
௛→٠

݂ ቀ−2+ ℎቁ + 3
ℎ

=
1
2
		→ 			

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧݂ ቀ−2ቁ = −3

݂ି ᇱ ቀ1ቁ =
1
2

 

ᇱ((ݔ)2݂ݔ) = (ݔ)݂ݔ2 + 2݂ݔ ᇱ(ݔ)
௫ୀି2
ሱ⎯⎯ሮ −4݂ ቀ−2ቁ + 4݂ ᇱ ቀ−2ቁ = −4 ቀ−3ቁ + 4൭

1
2
൱ = 12 + 2 = 14 

  1گزینه  -19
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ܣ ቤ1
?
߳	݂ି1	, ܣ ቤ

?
1 ߳	݂	 → ݔ + ݁2௫ = 1	 → ݔ = ٠	 → ܣ	 อ

1
٠

 

݂ ᇱ(ݔ) = 1+ 2݁2௫ 	→ مماس݉	 = ݂ ᇱ൫٠൯ = 1+ 2 = 3	 → مماس′݉	در1ି݂ =
1
3
 

→ ݕ − ٠ =
1
3
ቀݔ − 1ቁ → ݕ = 	

1
3
ݔ −

1
3
→ ݕ3 − ݔ = −1 

  2گزینه  -20

ݕ2ݔ − ln(2ݔ − (ݕ = 12	 → ᇱݕ = − ௫݂
ᇱ

௬݂
ᇱ = −

ݕݔ2 −
2

ݔ2 − ݕ

2ݔ −
−1

ݔ2 − ݕ

		
(2,3)
ሱ⎯ሮ	ݕᇱ = مماس݉ = −

2 × 2 × 3−
2

4− 3

22
−

−1
4− 3

= −
10
5
= −2 → قائم′݉ =

1
2
→ :معادله	خط	قائم ݕ − 3 =

1
2
ቀݔ − 2ቁ → ݕ =

1
2
ݔ + 2	 

	൫୷ୀ٠൯	ها௫	محور	با	تقاطع	
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ	

1
2
ݔ + 2 = ٠	 → ݔ = −4 

  3گزینه  -21

2ܯܱ = 2ݔ = ܣܱ × ܤܱ = 5 × 8 = 40 → ݔ = 2ට10 

  1گزینه  -22

݂ ᇱ(ݔ) = 2 sin ݔ cos ݔ − 2 cos ݔ = 2 cos ݔ (sin ݔ − 1) 

	صعودي → ݂ ᇱ(ݔ) > ٠ → 	2 cosݔ ቀsin ݔ − 1ቁ > ٠	
ୱ୧୬௫ି1ழ٠
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ cos ݔ < ٠	 →  ربع	2	یا	3

݂ ᇱᇱ(ݔ) = −2 sin ݔ ቀsin ݔ − 1ቁ + 2 cos2 ݔ = −2 sin2 ݔ + 2 sin ݔ + 2 cos2 ݔ

= −2 sin2 ݔ + 2 sin ݔ + 2 ቀ1− sin2 ቁݔ = −4 sin2 ݔ + 2 sin ݔ + 2 ୱ୧୬௫ୀ௧
ሱ⎯⎯⎯ሮ −4t2 + ݐ2 + 2 

	تقعر	رو	به	پایین → ݂ ᇱᇱ(ݔ) < ٠ → −4t2 + ݐ2 + 2 < ٠	 →

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݐ = 1

ݐ = −
1
2
		→ ݐ		 < −

1
2
ݐ		یا		 > 1 
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→

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ sin ݔ > 1		 → غ	ق	ق

sin ݔ < −
1
2
				

با	توجه	به	گزینهها
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 		ربع	3			

ି1ழ௦௜௡௫ழ٠	باشد)	نزدیکتر	
3గ
2
(باید	به	

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ )߳ݔ	
ߨ7
6
,
ߨ3
2
)
	 

  1گزینه  -23

݂ ᇱ(ݔ) =

4 ቀݔ + 3ቁ − ቀ4ݔ + 5ቁ

ቀݔ + 3ቁ
2

2ඨ
ݔ4 + 5
ݔ + 3

→ ݂ ᇱ ቀ1ቁ =
7

48
 

  2گزینه  -24

ᇱݕ = − ௫݂
ᇱ

௬݂
ᇱ = −

ݔ2 − ݕ4
ݔ4− + ݕ6

	, ᇱݕ = ٠		 → ݔ2	 − ݕ4 = ٠ → ݕ	 =
ݔ
2
		 

2ݔ − ݔ4 ൭ݔ
2
൱ + 3൭ݔ

2
൱

2

+ 1 = ٠		 → 2ݔ	 = 4	 → ݔ	 = ±2 

  3گزینه  -25

݂ ᇱᇱ ቀ1ቁ = ٠	 → 		6 ቀ1ቁ + 2ܽ = ٠	 → ܽ = −3		,				݂ ቀ1ቁ = −11 → ܽ + ܾ = −12 → ܾ = −9		 

(ݔ)݂ = 3ݔ − 2ݔ3 − 			ݔ9 → 	݂ ቀ−1ቁ = −1− 3+ 9 = 5 

  

  

  

  1گزینه  -26

ቀ2,٠ቁ ݂߳ →
2ܽ + 4
4+ ܾ

= ٠ → ܽ = −1

lim
௫→٠

(ݔ)݂ = +∞	 → 	ܾ = 	٠	
⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

(ݔ)݂ =
ݔ− + 2

2ݔ → ݂ ᇱ(ݔ) =
−ቀ2ݔቁ − ݔ−)ݔ2 + 2)

4ݔ =
2ݔ − ݔ4

4ݔ  

݂ ᇱ(ݔ) = ٠	 → 	 2ݔ − ݔ4 = ٠	 → ൝
ݔ = ٠
ݔ = 4 
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  4گزینه  -27

(ݔ)′݂ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧cos ݔ ቀ1+ cos ቁݔ + sin ݔ (sin (ݔ

(1 + cos 2(ݔ =
2

(1+ cos 2(ݔ 		 ; ݔ		 > ٠

2 cos ݔ2 																																																																								; ݔ		 ≤ ٠

 

݂ି ᇱ൫٠൯ − ା݂
ᇱ൫٠൯ = 2−

1
2
=

3
2
 

  1گزینه  -28

lim
௫→2

(ݔ)݂ − ݂ ቀ2ቁ
ݔ − 2

	 , ݂ ᇱቀ2ቁ =

⎝

⎜
⎛
൭
ݔ + 2
ݔ2 − 3

൱

3
2

⎠

⎟
⎞

ᇱ

=
3
2
×

1 ቀ−3ቁ − 2 ቀ2ቁ

ݔ2) − 3)2 × ൭
ݔ + 2
ݔ2 − 3

൱

1
2
อ

	
	

ݔ = 2 

3
2
×
−7
1
× ൭

4
1
൱

1
2
=
−21

2
× ට4 = −21 

  2گزینه  -29

عمود݉ =
1

مماس݉
= −

1
݂ ᇱ(ߙ)

= −
1

ߙ2
	
شیب	خط	گذرا	از	دو	نقطه
ሳልልልልልልልልልልሰ	

2ߙ − 4/5
ߙ − ٠

	
	
ߙ−⇒ = 2	α(2ߙ − 4/5) 

2ߙ2 − 9 = −1		 → 2ߙ2	 = 8	 → 2ߙ	 = 4	 → ߙ	 = 2 

  

  

  

  3گزینه  -30

مماس݉ = − ௫݂
ᇱ

௬݂
ᇱ = −

1+ ݕ
2ඥݕݔ

1+ ݔ
2ඥݕݔ

= −
1

شیب	نیمساز	ربع	اول
= −1 → 1+ ݕ

2ඥݕݔ
= 1+ ݕ

2ඥݕݔ
 

ݕ
2ඥݕݔ

=
ݔ

2ඥݕݔ
	
	
⇒ ݔ	 = 	ݕ

	
⇒ ݔ	 + ට2ݔ + ݔ = 12 	

ݔ⇒ + |ݔ| + ݔ = 12 ൝
ݔ > ٠	

	
⇒ ݔ3 = 12 	

ݔ⇒ = 4
ݔ < ٠	

	
ݔ⇒ = غ	ق	ق		12
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  2گزینه  -31

݂لازم نیست  ቀ−4ቁ ها کسر نداریم.آید و در گزینهرا محاسبه کنیم، چون به صورت کسري به دست می  

݂ ᇱ(ݔ) = 2ݔ − ݔ2 − 15 = ٠	
	
⇒	ቀݔ − 5ቁ ቀݔ + 3ቁ = ٠	

	
⇒ ݔ	 = −3, 5 

݂ ቀ3ቁ = 9− 9− 45 = ,					ݔܽ݉:45− ݂ ቀ−3ቁ = −9− 9+ 45 = 27:݉݅݊ 

  3گزینه  -32

݂در صفر، مماس افقی داریم. پس باید   ᇱ൫٠൯ = ݂ ᇱᇱ൫٠൯ = ٠   

݂ ᇱ(ݔ) = 3ݔ4 + 2ݔ3ܽ + ܾ ቤ
	
	

ݔ = ٠
= ٠

	
⇒ 	ܾ = ٠	, ݂ ቀ−4ቁ = ٠

	
⇒(−4)4 + ܽ(−4)3 = ٠

	
⇒ܽ =

44

43 = 4 

	
(ݔ)݂⇒ = 4ݔ + 3ݔ4 	

⇒݂ ᇱ(ݔ) = 3ݔ4 + 2ݔ12 = ٠	
	
⇒ 2ݔ4 ቀݔ + 3ቁ = ٠	

	
ݔ⇒ = −3		 

݂ ቀ−3ቁ = (−3)4 + 4(−3)3 = 81 − 108 = −27 

  1گزینه  -33

	شیب	خطوط	مماس 	
ᇱݕ	⇒ =

ݔ

ට2ݔ + 1

	
⇒− 1 < ᇱݕ < 1				(1) 

ቀ݉ + 2ቁ ݕ = 	ݔ݉
	
⇒ ݕ	 =

݉
݉ + 2

ݔ

ݔ

ට2ݔ + 1
=

݉
݉ + 2

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

	ቀ1ቁ	
ሳልሰ		 อ

݉
݉ + 2

อ < 1	 	
⇒݉ > −1 

  2گزینه  -34

(ݔ)݂                         3) = 3,1) و (٠ ,٠شیب خط واصل بین نقاط ( = ቀݔ + 2ቁ ݁1ି௫				,			݂ ቀ1ቁ = 3  

݂ ᇱ(ݔ) = ݁1ି௫ − ቀݔ + 2ቁ ݁1ି௫	, ݂ ᇱ ቀ1ቁ = 1− 3 = −2 

tan ߙ =
݉1 −݉2

1+݉1݉2
=
−2− 3
1− 6

=
−5
−5

= 1 

  3گزینه  -35

	݂ ቀ2ቁ = 4		,			݂ ᇱ ቀ2ቁ = 3	 
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	lim
௫→2

(ݔ)2݂ − (ݔ)4݂
ݔ − 2

	ୌ	
⇒ lim

௫→2

2݂ ݂(ݔ)	 ᇱ(ݔ) − (ݔ)4݂′
1

= 2 × 4 × 3− 4 × 3 = 12 

  1گزینه  -36

ݕ = ݔ5
2
3 − ݔ

5
3 	→ ᇱݕ =

10
3
ݔ
ି1
3 −

5
3
ݔ

2
3 		→ ᇱᇱݕ =

10
9
ݔ
ି4
3 −

10
9
ݔ
ି1
3 = ٠	 → 	 ݔ

ି1
3 = ݔ

ି4
3  

1ିݔ	→ = 4ିݔ 		→ 			
−1
ݔ
=

1

4ݔ 		→ ݔ = −1 

  موجود نیست. ᇱݕي دقت کنید که عدد صفر در دامنه

  3گزینه  -37

1
3
2ℎݎߨ =

ߨ
3
	→ 	 2ℎݎ = 1	 → ݎ =

1
√ℎ

			ቀیالቁ ݈ = ටℎ2 +  2ݎ

جانبیܵ = ݈ݎߨ = ߨ
1
√ℎ

ඨℎ2 +
1
ℎ
= ඨℎߨ +

1

ℎ2 

  )hدهیم (نسبت به حال از عبارت فوق مشتق گرفته و آن را برابر صفر قرار می

ቌߨඨℎ +
1

ℎ2ቍ

ᇱ

=
−1)ߨ

2
ℎ3)

2ඨℎ +
1
ℎ2

= ٠		 → 1 =
2

ℎ3 	→ ℎ = ට2
3

 

  2گزینه  -38

:مجانب	قائم ݔ = −3	 → ܿ = 3	, :مجانب	قائم ݔ + ܾᇱ = 	ݕ → 7+ ܾᇱ = ٠	 → ܾᇱ = −7 

→ مجانب	قائم = ݔ − 7	 → ܽ = −4 

16ي مضاعف باشد:    از طرفی صورت کسر باید داراي ریشه = 4 × ܾ	 → ܾ = 4  

  3گزینه  -39

ݕشیب خط  = ቀ݉ − 2ቁ ݔ + −݉برابر با  3 ݕباشد که باید با شیب خط مماس بر تابع می 2 = 1ି݊ܽݐ 1
௫

  برابر باشد. پس: 
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ݕ = 1ି݊ܽݐ 1
ݔ
→ ᇱݕ =

−1
2ݔ

1+
1
2ݔ

=
−1

1+ 2ݔ 	→ 	݉ − 2 =
−1

1+  2ݔ

٠که جاییاز آن <
1

1ା௫2 < 1−است، پس  1 < ି1

1ା௫2 < 1−بوده و در نتیجه باید  ٠ < ݉ − 2 < 1، یعنی  ٠ < ݉ < 2 

  باشد.

  2گزینه  -40

  ي مضاعف داشته باشد:ها ریشهي تلاقی آنمعادلهباید 

2ݔ + ܽ
ݔ − 2

= ݔ3− + 2	 → 2ݔ4 − ݔ8 + ܽ + 4 = ٠	
∆ୀ٠	
ሱ⎯ሮ 		64 − 16ܽ − 64 = ٠		 → ܽ = ٠	 

  2گزینه  -41

tanبرابر است با:   ′݉و  ݉هاي ي بین دو خط با شیبنکته: تانژانت زاویه ߙ = ฬ௠ି௠ᇱ
1ା௠௠ᇱฬ  

(ݔ)݂ =
sin ݔ

1+ cos ݔ
	→ ݂ ᇱ(ݔ) =

cos ݔ ቀ1+ cos ቁݔ + sin2 ݔ

(1+ cos 2(ݔ

		௫ୀ
గ
3
		

ሱ⎯⎯ሮ ݂ ᇱ൭
ߨ
3
൱ =

2
3
 

ݕکه نیمساز ربع سوم خط جاییاز آن = ݉بوده و داراي شیبی برابر با  ݔ =   است، بنابراین: 1

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧݉ = 1

݉ᇱ =
2
3
		→ 	 tan ߙ = อ

݉ − ݉′
1+݉݉′

อ =
ተ

ተ
1−

2
3

1+ 1 ×
2
3
ተ

ተ
=

1
3
5
3

=
1
5
= 0/2 

  3گزینه  -42

݂باید  ቀ2ቁ = ٠باشد تا حد  9
٠
  را با هوپیتال رفع ابهام کنیم: 

lim
௛→٠

݂ ቀ2+ ℎቁ − 9
ℎ

=
3
2
	
ୌ୭୮	
ሱ⎯ሮ lim

௛→٠

݂′ ቀ2+ ℎቁ

1
=

3
2
	→ 	݂ ᇱ ቀ2ቁ =

3
2
 

  بنابراین

(ݔ)݃ = (ݔ)ඥ݂ݔ → ݃ᇱ(ݔ) = 1 ×ඥ݂(ݔ) + ݂ ᇱ(ݔ)
2ඥ݂(ݔ)

×  ݔ
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ݔبه ازاي  =   داریم: 2

݃ᇱ ቀ2ቁ = ට݂(2) +
݂ ᇱ(2)

2ට݂(2)
× 2 = 3+

3
2
3
= 3/5 

  1گزینه  -43

  کنیم:ي تابع را ساده میضابطه

ݕ = ݔ) − 1)2ට2ݔ
3

= ቀ2ݔ − ݔ2 + 1ቁ ට2ݔ
3

= ݔ
8
3 − ݔ2

5
3 + ݔ

2
3 

  بنابراین

ᇱݕ = ٠	 →
8
3
ݔ

5
3 −

10
3
ݔ

2
3 +

2
3
ݔ
ି

1
3 = ٠ →	

2
3
ݔ
ି

1
3 ቀ42ݔ − ݔ5 + 1ቁ = ٠ → 1ݔ = 1	, 2ݔ =

1
4
 

  

ݔ =
1
  ي ماکزیمم نسبی است.طول نقطه  4

  

  

  

  2گزینه  -44

sin ߙ =
ܤܣ
10

	→ ܤܣ = 10 sin ߙ 		 , cos ߙ = ܥܤ
10

	→ ܥܤ = 10 cosߙ 

S =
1
2
ܥܤ) × (ܤܣ =

1
2 ቀ10 cos ቁߙ ቀ10 sin ቁߙ = 25 sin  ߙ2

Sᇱ = ቀ50 sin ቁߙ2 ᇱߙ = 50 ×
1
2
× ൭−

1
20
൱ = −1/25 

  یابد.کاهش می 25/1پس مساحت با سرعت 

  3گزینه  -45

ݔاولا: نمودار تابع در  =   انفصال مضاعف دارد، پس: 1

A 

B C 

10 

 ߙ
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2ݔ + ݔܾ + ܿ = ݔ) − 1)2 = 2ݔ − ݔ2 + 1		 → ܾ = −2	, ܿ = 1 

ݔثانیا: در  = ݂اکسترمم وجود دارد. پس:  2− ᇱ(−2) = ٠  

(ݔ)݂ =
2ݔ + ܽ

ݔ) − 1)2 → ݂ ᇱ(ݔ) =
ݔ)ݔ2 − 1)2 − 2 ቀݔ − 1ቁ 2ݔ) + ܽ)

ݔ) − 1)4 = ٠ 

௫ୀି2
ሱ⎯⎯ሮ	ቀ−4ቁ ቀ9ቁ − 2 ቀ−3ቁ ቀ4+ ܽቁ = ٠	 → 6 ቀ4+ ܽቁ = 36	 → ܽ = 2 

  1گزینه  -46

ݔي از نقطه (ݔ)݂نکته: آهنگ متوسط تغییر تابع  = ݔي تا نقطه ܽ = ௙(௕)ି௙(௔)برابر است با:  ܾ
௕ି௔

  

ݔي در نقطه (ݔ)݂تابع اي نکته: آهنگ لحظه =    (ܽ)′݂برابر است با  ܽ

  آوریم:] به دست می1 ,21/1ي [ابتدا آهنگ متوسط تغییر تابع را در بازه

	:آهنگ	متوسط
݂ ቀ1/21ቁ − ݂ ቀ1ቁ

1/21 − 1
=
ට1/21 − ට1

0/21
=

1/1− 1
0/21

=

1
10
21
100

=
10
21

 

ݔاي را در آهنگ لحظهحال  =   آوریم:به دست می 1

݂ ᇱ(ݔ) =
1

ݔ√2
→ ݂ ᇱ ቀ1ቁ =

1
2
	→ 		

1
2
−

10
21
=

1
42

 

 

 

  2گزینه  -47

(ݔ)݂ =
4
5
ݔ −

1
5
,	|ݔ| (ݔ)݃ = ݔ4 +  |ݔ|
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(ݔ)(݃݋݂) = ݂൫݃(ݔ)൯ =
4
5
ቀ4ݔ + ቁ|ݔ| −

1
5
ฬ4ݔ + ฬ|ݔ|

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧4

5
ቀ4ݔ + ቁݔ −

1
5
ቚ4ݔ + ቚݔ =

4
5
ቀ5ݔቁ −

1
5
ቀ5ݔቁ = ݔ4 − ݔ = ,		ݔ3 ݔ ≥ ٠

4
5
ቀ4ݔ − ቁݔ −

1
5
ቚ4ݔ − ቚݔ =

4
5
ቀ3ݔቁ +

1
5
ቀ3ݔቁ = ݔ														,														ݔ3 ≥ ٠

 

→ (ݔ)(݃݋݂) = 	ݔ3 → ൫(݂݃݋)(ݔ)൯ᇱ = 3 

  3گزینه  -48

ݕي خط مماس بر منحنی نکته: معادله = ,ܽ)ي در نقطه (ݔ)݂ ݕعبارت است از:  ݂روي  ((ܽ)݂ − ݂(ܽ) = ݂ᇱ(ܽ)(ݔ − ܽ)  

ݕ = ට22ି݁ݔ௫ → ݕ ቀ2ቁ = ට2 × 2݁2ି2 = 2	 → ቀ2,2ቁتماس	نقطهي 

ᇱݕ =
2

2ට2ݔ
݁2ି௫ − ට22ି݁ݔ௫ 	→ ᇱݕ	:شیب	خط	مماس ቀ2ቁ =

2

2ට2 × 2
݁2ି2 −ට2 × 2݁2ି2 =

1
2
− 2 =

3
2
 

ݕي خط مماس:   معادله − 2 = −
3
2 ቀݔ − 2ቁ → ݕ − 2 = −

3
2 ݔ + 3 → ݕ = −

3
2 ݔ + 5  

ݕها را با عرض  ݕبنابراین خط مماس محور  =   کند.قطع می 5

  3گزینه  -49

ݕنکته: اگر تابع  = 2ݔܽ + ݔܾ + ≥∆) 1بخواهد همواره نامنفی باشد باید: ( ܿ ܽ) 2و ( 0 > 0  

(ݔ)ᇱ݂داشته باشیم:  (ݔ)݂پذیر نکته: اگر در تابع مشتق ≥ (ݔ)ᇱ݂تابع صعودي و اگر  0 ≤   تابع نزولی است. 0

ݕنکته: در تابع درجه سوم  = 3ݔܽ + 2ݔܾ + ݔܿ + ୍ݔي عطف برابر است با: ، طول نقطه ݀ =
ି௕
3௔   

  همواره صعودي است پس باید مشتق آن همواره مثبت باشد. داریم: (ݔ)݂طبق فرض 

ݕ = 3ݔ − ቀ݉ + 2ቁ 2ݔ + 	ݔ3 → ᇱݕ = 2ݔ3 − 2 ቀ݉ + 2ቁ ݔ + 	تابع	صعودي,			3 → y′ ≥ 0 

∆≤ 0	 → 4 ቀ݉ + 2ቁ
2
− 36 ≤ 0	 → 4 ቀ݉ + 2ቁ

2
≤ 36	 → ቀ݉ + 2ቁ

2
≤ 9 → −3 ≤ ݉ + 2 ≤ 3 

୍ݔي عطف طول نقطه =
୫ା2

3−ي است. با تقسیم طرفین نامعادله 3 ≤ ݉ + 2 ≤ 1−داریم:  3بر  3 ≤ ௠ା2
3 ≤ 1 → −1 ≤

୍ݔ ≤   ] است.-1,1گیرد برابر [اي که طول نقاط عطف این توابع در آن قرار می. پس مجموعه 1
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  2گزینه  -50

ݔآوریم:  ها را به دست می yابتدا محل تلاقی نمودار با محور  = ٠	 → ݕ =
٠ା٠ା8

٠ା4 = 2	   

ݕي آن به صورت بنابراین معادلهگذرد. ) می2,0ها، یعنی همان (yي تقاطع نمودار با محور چین) از نقطهمجانب افقی (خط نقطه =

limباشد. پس می 2
௫→ஶ

(ݔ)݂ = 2  

lim
௫→ஶ

2ݔܽ + ݔܾ + 8

2ݔ + 4
	
	پر	توان يقاعده
ሳልልልልልሰ 	 lim

௫→ஶ

2ݔܽ

2ݔ = ܽ = 2 

ݕبا خط  (ݔ)݂ها مماس است. پس تقاطع ، بر محور طولݔاز طرفی نمودار تابع در قسمت مثبت محور  = ي مضاعف باید ریشه ٠
  مثبت داشته باشد.

(ݔ)݂ = ٠ →
2ݔ2 + ݔܾ + 8

2ݔ + 4
= ٠ →	 2ݔ2 + ݔܾ + 8 = ٠	

ریشهي	مضاعف	مثبت
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ	∆= ٠ 

ܾ2 − 64 = ٠ →	ܾ2 = 64 → b = ±8 

yي مضاعف تابع دانیم ریشهمی = 2ݔܽ + ݔܾ + −برابر است با  8 ௕
2௔ ي مضاعف مثبت باشد، پس:. چون باید ریشه  

−
ܾ
2ܽ

> ٠
		௔ୀ2		
ሱ⎯⎯ሮ −

ܾ
4
> ٠ →

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧b = 8	 →

−8
4
= −2 < ٠				 ×

b = −8 →
8
4
= 2 > ٠							√

	 

ܽ  بنابراین: + ܾ = 2+ ቀ−8ቁ = −6  

  4گزینه  -51

ݔزمانی که متغیر از  ݔنسبت به متغیر  (ݔ)݂نکته: آهنگ متوسط تغییر تابع  = ݔتا  ܽ = ௙(௕)ି௙(௔)کند برابر است با: تغییر می ܾ
௕ି௔

  

ݔي در نقطه (ݔ)݂اي تغییر تابع نکته: آهنگ لحظه =    (ܽ)′݂برابر است با  ܽ

  در این پرسش مطابق نکات بالا داریم:

:آهنگ	متوسط	تغییر
݂ ቀ1/44ቁ − ݂ ቀ1ቁ

1/44 − 1
=

0/44
1/2 − 0

0/44
=

5
6
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:آهنگ	لحظهاي ݂ ᇱ(ݔ) =
ݔ√ −

1
ݔ√2

ݔ) − 1)

ݔ
→ ݂ ᇱ ቀ1ቁ = 1 

−1 اختلاف این دو مقدار برابر است با:  5
6 =

1
6  

  2گزینه  -52

2ቃݔቂ2شود. بنابراین نزدیک می 2نیز از راست به  2ݔنزدیک شود،  ට2از سمت راست به  ݔاگر  = ቂ4ାቃ = . پس در این  4

(ݔ)݂همسایگی تابع به صورت:  = 3ݔ −   است. پس: ݔ4

(ݔ)′݂ = 2ݔ3 − 4 → ା݂
ᇱ ൬ට2൰ = 3 ൬ට2൰

2
− 4 = 2 

2ቃݔቂ2شود و بنابراین نزدیک می 2نیز از چپ به  2ݔشود، نزدیک می ට2از سمت چپ به  ݔبه همین ترتیب اگر فرض کنیم  =

ቂ4ିቃ = (ݔ)݂. پس:  3 = 3ݔ −   و داریم: ݔ3

(ݔ)′݂ = 2ݔ3 − 3 → ݂ି ᇱ ൬ට2൰ = 3 ൬ට2൰
2
− 3 = 3 

  بنابراین:

ା݂
ᇱ ൬ට2൰ − ݂ି ᇱ ൬ට2൰ = 2− 3 = −1 

  2گزینه  -53

  آوریم:ي تماس را به دست میابتدا مختصات نقطه

ݔ = 2 → ݕ = ln
ට9

3
= ln 1 = ٠	 → (2,٠) 

ݔي مشتق تابع را در نقطهبراي به دست آوردن شیب خط مماس، کافیست  =   به دست آوریم: 2

ݕ = ln
ට4ݔ + 1

2ݔ − ݔ2 + 3
= lnට4ݔ + 1− ln ቀ2ݔ − ݔ2 + 3ቁ =

1
2
ln ቀ4ݔ + 1ቁ − ln ቀ2ݔ − ݔ2 + 3ቁ 

→ ᇱݕ =
1
2
×

4
ݔ4 + 1

−
ݔ2 − 2

2ݔ − ݔ2 + 3
→ ᇱݕ ቀ2ቁ = −

4
9
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  ي خط مماس به صورت زیر است:بنابراین معادله

ݕ − ٠ = −
4
9
ቀݔ − 2ቁ 	→ ݕ = −

4
9
ݔ +

8
9
 

8پس عرض از مبدأ این خط برابر 
  است. 9

  3گزینه  -54

(ݔ)݂اگر  =
2
3 ݔ

3 − ቀ݉ − 1ቁ 2ݔ + (ݔ)′݂هاي باشد، ریشه ݔ8 = 2ݔ2 − 2 ቀ݉ − 1ቁ ݔ + طول نقاط ماکزیمم و  8

<∆ي حقیقی است (دهد. چون طبق فرض طول این نقاط منفی است، پس این معادله داراي دو ریشهمینیمم تابع را نشان می ٠ (
ܵها منفی (که جمع آن < ܲها مثبت () و ضرب آن٠ >   ) است.٠

  بنابراین:

∆> 0 → 4 ቀ݉ − 1ቁ
2
− 4 ቀ2ቁ ቀ8ቁ > 0	 → ቀ݉ − 1ቁ

2
> 16 →

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݉ − 1 > 4 → ݉ > 5

یا
݉− 1 < −4 → ݉ < −3

 

  از طرفی:

ܵ < ٠ → −
ܾ
ܽ
< ٠ →

2 ቀ݉ − 1ቁ
2

< ٠ → 	݉ − 1 < ٠ → ݉ < 1	 

݉مطابق محور مقابل، اشتراك این دو مجموعه،  <   است. 	3−

  ي عطف است:ي مشتق دوم، نشانگر نقطهریشه

yᇱᇱ = ݔ4 − 2 ቀ݉ − 1ቁ = ٠	 → ݔ =
݉ − 1

2
		௠ழି3		
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ	ݔூ =

݉ − 1
2

< −2 

  1گزینه  -55

ها منفی و جمع آن هاي عبارت واقع در مخرج،هاي قرینه است. بنابراین ضرب ریشهبا توجه به شکل تابع داراي دو مجانب قائم با طول
  برابر صفر است. بنابراین:

2ݔܽ + ݔܾ + 1 = ٠	, ܵ = ٠ → −
ܾ
ܽ
= ٠ → ܾ = ٠	, ܲ < ٠	 →

1
ܽ
< ٠ → ܽ < ٠	 

  2گزینه  -56
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ي بین این دو نیم مماس باشد، آنگاه تانژانت زاویه 2݉و  1݉هاي چپ و راست یک تابع در یک نقطه برابر نکته: اگر شیب نیم مماس

tanبرابر است با:  ߠ = ቤ
௠1ି௠2

1ା௠1௠2
ቤ  

(ݔ)݂ =

⎩
⎪
⎨

⎪
2ݔ⎧ 										−

1
2
≤ ݔ <

1
2

x + 2ݔ 						
1
2
≤ ݔ <

3
2

 

  بنابراین

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ݂ି ᇱ ൭

1
2
൱ = ᇱ(2ݔ)

௫ୀ
1
2

= (ݔ2)
௫ୀ

1
2

= 1

ା݂
ᇱ ൭

1
2
൱ = ݔ) + ᇱ(2ݔ

௫ୀ
1
2

= (1+ (ݔ2
௫ୀ

1
2

= 2
			

			
⇒ tan ߠ = อ

2− 1
1+ 2

อ =
1
3
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ݕ2ݔ − 2ݕ − ݔ√2 + 4 = ٠
از	دو	طرف	مشتق	میگیریم
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݕݔ2		 + ᇱݕ2ݔ − ᇱݕݕ2 −

1
ݔ√

= ٠(∗) 

ݔبا جایگذاري  = ݕو  1 =   داریم: 2

4+ ᇱݕ − ᇱݕ4 − 1 = ٠ → ᇱݕ3 = 3 → ᇱݕ ቀ1,2ቁ = 1	 

  گیریم:) مشتق می*ي (حال از طرفین رابطه

ݕ2 + ᇱݕݔ2 + ᇱݕݔ2 + ᇱᇱݕ2ݔ − 2′ݕ2 − ᇱᇱݕݕ2 +
1

2ට3ݔ
= ٠ 

ݔبا جایگذاري  = ݕو  1 = ′ݕو  2 =   داریم:  1

4+ 2+ 2+ ᇱᇱݕ − 2− ᇱᇱݕ4 +
1
2
= ٠ → ᇱᇱݕ3	 =

13
2
	→ ᇱᇱ(1,2)ݕ	 =

13
6
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ߙ = ݂ି1 ቀ2ቁ → (ߙ)݂ = 2 → 3ߙ − 2ߙ + ߙ2 = 2 → 3ߙ − 2ߙ + ߙ2 − 2 = ٠ 
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→ 2ߙ ቀߙ − 1ቁ + 2 ቀߙ − 1ቁ = ٠ → ቀߙ − 1ቁ ቀ2ߙ + 2ቁ = ٠ → ߙ = 1 

(2,1)ي مورد نظر بنابراین نقطه ∈   است. 1ି݂

ቀ݂ି1ቁ
ᇱ
ቀ2ቁ =

1
݂ ᇱ(1)

=
1

3 ቀ2ቁ − 2 ቀ1ቁ + 2
=

1
3
→ ݉:شیب	مماس =

1
3
→ :شیب	قائم ݉ᇱ = −3 

ݔي در نقطه 1ି݂ي خط قائم بر منحنی بنابراین معادله =   واقع بر آن عبارت است از: 2

ݕ − 1 = −3 ቀݔ − 2ቁ → ݕ + ݔ3 = 7 
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ݕ = ቊݔe
ି௫				,				ݔ ≥ ٠

ݔ			,		eି௫ݔ− < ٠
→ ′ݕ = ቐ

ቀ1− ቁݔ eି௫				,				ݔ > ٠

−ቀ1− ቁݔ eି௫		,			ݔ < ٠
	 → ′′ݕ = ቐ

ቀݔ − 2ቁ eି௫				,				ݔ > ٠

ݔ)− − 2)eି௫		,			ݔ < ٠
	 

′ݕرا بیابیم که در آن اي باید بازه < ′′ݕو  ٠ <   باشد: ٠

ᇱݕ < ٠ = ൞
ቀ1− ቁݔ eି௫ 	 < ݔ				,		٠ > ٠

	ୣషೣவ٠		
ሱ⎯⎯⎯ሮ 1− ݔ < ٠, ݔ > ٠ → ݔ > 1

−ቀ1− ቁݔ eି௫ < ݔ			,	٠ < ٠
	ୣషೣவ٠		
ሱ⎯⎯⎯ሮ 1− ݔ > ٠, ݔ < ٠ → ݔ < ٠

	 	(∗) 

ᇱᇱݕ = ൞
ቀݔ − 2ቁ eି௫ 	< ݔ				,	٠ > ٠

	ୣషೣவ٠		
ሱ⎯⎯⎯ሮݔ − 2 < ٠, ݔ > ٠ → ٠ < ݔ < 2

−ቀݔ − 2ቁ eି௫ 	< ݔ			,	٠ < ٠			
	ୣషೣவ٠		
ሱ⎯⎯⎯ሮ ݔ					 − 2 > ٠, ݔ < ٠	 → 		∅

	 (∗∗) 

ݔ) داریم:  **) و (*از اشتراك ( ∈ (1,2)  
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	ܥܤ||ܧܦ       
تالس
ሱሮ ܥܤܣ~ܧܦܣ	

تناسب	اضلاع
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ	 ௛

஺ு
= ஽ா

஻஼
	

஺ுୀ12
஻஼ୀ20	
ሱ⎯⎯⎯ሮ ܧܦ	 =

5௛
3  

  بنابراین:

஺ܵ஽ா =
1
2
ℎ × ܧܦ =

5ℎ2

6
, ذوزنقهܵ = ஺ܵ஻஼ − ஺ܵ஽ா = ൭

1
2
× 20 × 12൱ −

5ℎ2

6
→ ܵ௧ᇱ =

−5ℎℎ௧ᇱ

3

௛ୀ12ି9
ሱ⎯⎯⎯ሮ

ℎ௧ᇱ = −0/2
1 
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h 



 09113137396دبیر: علی نیا                    دبیر ریاضی فریدونکنار                         شماره تماس: 

٤٣ 
  www.riazisara.ir                                                                                          را س یضیار تیسا زا دولناد

ݔمشتق تابع در نقاط  = ݔو  0 = α ݔشود ولی یکنوایی تابع فقط در صفر می = ي داراي ریشه݂ کندو بنابراین مشتق تغییر می 0
ݔساده  = ݔي مضاعف و ریشه 0 = α .است  

݂ ᇱ(௫) = 3ݔ4− + 2ݔ24 + ݔ2ܽ = 2ݔ2)ݔ2− + ݔ12 − ܽ) 

2ݔ2) + ݔ12 −   ي مضاعف داشته باشد.باید ریشه (ܽ

∆= (12)2 − 4 ቀ2ቁ (−ܽ) = 0 → ܽ = −
144
8
= −18 
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ي بین این دو نیم مماس باشد، آنگاه تانژانت زاویه 2݉و  1݉در یک نقطه برابر  ݂هاي چپ و راست نمودار تابع نکته: اگر شیب مماس

tanبرابر است با:  ߠ = ቤ
௠1ି௠2

1ା௠1௠2
ቤ  

  کنیم:جزء صحیح را حذف میابتدا به کمک بازه بندي 

(ݔ)݂ = ൥2+ cos
ݔ
2
൩ sin ݔ2 = ൝

2 sin ݔ2 	; 0 ≤ ݔ < ߨ

sin ݔ2 	; 		π ≤ ݔ < ߨ2
	→ ݂ ᇱ(ݔ) = ൝

4 cos ݔ2 	; 0 < ݔ < ߨ

2 cos ݔ2 	; 		π < ݔ < ߨ2
 

݉1 = ା݂
ᇱ(ߨ) = 2 cos ߨ2 = 2	, ݉2 = ݂ି ᇱ(ߨ) = 4 cos ߨ2 = 4 

tanبنابراین:   ߠ = ฬ
4ି2
1ା8ฬ =

2
9  
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ݕ2ݔ + 2ݕ + 3 = ٠	
از	طرفین	عبارت	مشتق	میگیریم
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݕݔ2	 + ᇱݕ2ݔ + ᇱݕݕ2 = ٠	(∗) 

ݔبا جایگذاري  = ݕو  2 =   داریم: 1−

−4+ ᇱݕ4 − ᇱݕ2 = ٠ → y′ ቀ2, −1ቁ = 2 

  گیریم:) مشتق می*مجددا از طرفین (

ݔ2 + ᇱݕݔ2 + ᇱݕݔ2 + ᇱᇱݕ2ݔ + 2′ݕ2 + ᇱᇱݕݕ2 = ٠ 

ݔبا جایگذاري  = ݕو  2 = ′ݕو  1− =   در عبارت اخیر داریم: 2

−2+ 8+ 8+ ᇱᇱݕ4 + 8− ᇱᇱݕ2 = ٠	 → ᇱᇱݕ2 = −22 → ᇱᇱݕ = −11 

  4گزینه  -64
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,α)پذیر و داراي معکوس باشد و تابعی مشتق ݂نکته: اگر  β) ∈ ቀ݂ି1ቁداریم:  ݂
ᇱ
(ߚ) =

1
௙ᇲ(ఈ)

  

,α)ي مورد نشر به صورت نقطه β) ∈   است. 1ି݂

൫α, ٠൯ ∈ ݂ି1 → ൫٠, α൯ ∈ ݂ → ߙ = ݂൫٠൯ = ٠+ ݁٠ = 1	 

݂ ᇱ(ݔ) = 1+ ݁௫ → ݂ ᇱ൫٠൯ = 2	 

ቀ݂ି1ቁ
ᇱ
ቀ1ቁ =

1
݂ ᇱ൫٠൯

=
1
2
→ ݉:شیب	خط	مماس =

1
2
→ ᇱ݉:شیب	خط	قائم = −2 

  ) عبارت است از:0,1ي (در نقطه 1ି݂ي خط قائم بر نمودار بنابراین معادله

ݕ − ٠ = −2 ቀݔ − 1ቁ → ݕ + ݔ2 = 2 
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ᇱ(ݑ	݈݊)نکته:  = ௨ᇱ
௨

  

ݕ = xln|ݔ| = ൝
;					ݔlnݔ ݔ				 > ٠
ln(−ݔ) + 1	; ݔ	 < ٠

→ ᇱݕ = ൝
lnݔ + 1					; ݔ				 > ٠

ln(−ݔ) + 1	; ݔ	 < ٠
→ ᇱᇱݕ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧1
ݔ
		; ݔ		 > ٠

1
ݔ
	; ݔ	 < ٠

 

′′ݕاي را بیابیم که در آن به پایین باشد باید بازه اگر بخواهیم تابع نزولی و تقعر آن رو < ′ݕو  ٠ < ٠ :  

ᇱᇱݕ < ٠:

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݔ	 > ٠				; 						

1
ݔ
< ٠ → ݔ < ٠	

اشتراک	با	شرط		اولیھ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 	∅

ݔ < ٠	; 	
1
ݔ
< ٠	 → ݔ < ٠

اشتراک	با	شرط	اولیھ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݔ	 < ٠				(١)

			 

ݔبنابراین کافی است به ازاي  < ′ݕي نامعادله 	٠ <   را حل کنیم: 	٠

ln(−ݔ) + 1 < ٠	 → ln(−ݔ) < −1	 → ݔ− < ݁ି1 		→ ݔ > −
1
݁
				(2) 

−) داریم:   2) و (1از اشتراك (
1
௘
< ݔ < ٠  
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AMبا فرض  = I  :داریمcos ߠ = ஺ெ
஺஻

= ூ
10  

.௧ᇱߠ−عبارت بالا داریم:       گیري از طرفین با مشتق sin ߠ =
ூ೟
ᇲ

10		(∗)  
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ܫاي که در لحظه = cosاست، داریم:         6 ߠ =
6
10 =

3
5 	→ sin ߠ =

4
5   

௧ᇱߠ−) داریم:       *جایگذاري در (با  ×
4
5 =

0/2
10 → ௧ᇱߠ =

ି5×0/2
4×10 = −

1
40 = −0/025  

  است. ߠي ي زاویهدقت کنید که علامت منفی به معناي کاهش اندازه
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ݔبا توجه به شکل، تابع در  = ݂ي عطف است؛ بنابراین  داراي مماس افقی و نقطه 1− ᇱ ቀ−1ቁ = ݂ ᇱᇱ ቀ−1ቁ = ٠   

(ݔ)݂ = 4ݔ − 3ݔ + 2ݔܽ + ݔܾ → ݂ ᇱ(ݔ) = 3ݔ4 − 2ݔ3 + ݔ2ܽ + ܾ → ݂ ᇱᇱ(ݔ) = 2ݔ12 − ݔ6 + 2ܽ 

ቐ
݂ ᇱᇱ ቀ−1ቁ = ٠				 → 				12 + 6+ 2ܽ = ٠		 → 		ܽ = −9	

݂ ᇱ ቀ−1ቁ = ٠		 → −4− 3− 2ܽ + ܾ = ٠
	௔ୀି9	
ሱ⎯⎯ሮ 	ܾ = −11
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ݕ = sin2 ݑ → ᇱݕ = ᇱݑ sin  ݑ2

ݕ	 = 2 sin2(
ߨ
6
−
ݔ
4
) → ᇱݕ = 2 × (−

1
4
)sin	(

ߨ
3
−
ݔ
2
) → )ᇱݕ

ߨ
3
) = −

1
2
sin

ߨ
6
= −

1
2
×

1
2
= −

1
4
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F(ݔ, (ݕ = 4ඥݕݔ +
1

ݕ2
− ݔ2 − 1 = ٠ → ௫ᇱݕ = −

F௫ᇱ ,ݔ) (ݕ
F௬ᇱ ,ݔ) (ݕ

=

4ඥݕ ×
1

ݔ√2
− 2

ݔ√4 ×
1

2ඥݕ
−

1
2ݕ

	 

:مماس݉ ᇱݕ ቀ4,1ቁ =
4 ቀ1ቁ൭

1
4൱ − 2

4 ቀ1ቁ൭
1
2൱ − 1

= −
1
3
=

1
3
 

  ي مماس به صورت زیر است:معادله ي تماس،با معلوم بودن شیب خط مماس و مختصات نقطه

معادلهي	خط	مماس
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݕ − 1 =

1
3
ቀݔ − 4ቁ → ݕ3 − ݔ = 1 
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(ݔ)݂ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ sin2 ݔ − cos ݔ2 	; 	0 < ݔ ≤

ߨ
4

ܽ tan ݔ + ܾ sin ݔ2 ߨ		;
4
< ݔ ≤

ߨ
2
→ (ݔ)′݂ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧sin ݔ2 + 2 sin ݔ2 = 3 sin ݔ2 	; 	0 < ݔ ≤

ߨ
4

ܽ(1+ tan2 (ݔ + 2ܾ cos ݔ2 	; ߨ		
4
< ݔ ≤

ߨ
2

 

ݔدر  ݂براي آنکه تابع  = గ
  پذیر باشد، باید:مشتق 4

ݔدر  ݂) تابع 1( = గ
  پیوسته باشد. داریم: 4

⎩
⎪
⎨

⎪
ݔ⎧ =

ߨ
4

حد	چپ	و	مقدار	تابع	در =
1
2

ݔ =
ߨ
4

حد	راست	تابع	در = ܽ + ܾ

		مقدارୀحد	چپୀحد	راست		
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ܽ + ܾ =

1
2
 

ݔدر  ݂) مشتق راست و چپ تابع 2( = గ
  برابر باشند. داریم: 4

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݂ି ᇱ ൭

ߨ
4
൱ = 3

ା݂
ᇱ ൭
ߨ
4
൱ = 2ܽ

	௙శᇲୀ௙షᇲ 	ሱ⎯⎯⎯ሮ 2ܽ = 3 → ܽ =
3
2
ቀ1ቁمعادله	در	جایگذاري	
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ܾ = −1 
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(ݔ)݂براي آنکه تابع  = 4ݔ− + 3ݔ8 − علامت مشتق اول و دوم این تابع به ، نزولی و تقعر نمودار آن رو به بالا باشد، باید 2ݔ18
  ترتیب منفی و مثبت باشد، پس داریم:

݂ ᇱ(ݔ) = 3ݔ4− + 2ݔ24 − 	ݔ36 → ݂ ᇱᇱ(ݔ) = 2ݔ12− + ݔ48 − 36 

تابع	نزولی	است → ݂ ᇱ(ݔ) < 0 → 3ݔ4− + 2ݔ24 − ݔ36 < 0 → ݔ4− ቀ2ݔ − ݔ6 + 9ቁ < 0 → 

ݔ4− ቀݔ − 3ቁ
2
< 0 → ݔ4− < 0 → ݔ > 0 

	تقعر	تابع	رو	به	بالا	است → ݂ ᇱᇱ(ݔ) > 0 → 2ݔ12− + ݔ48 − 36 > 0 → −12 ቀ2ݔ − ݔ4 + 3ቁ > 0 → 

2ݔ − ݔ4 + 3 < 0 → 1 < ݔ < 3 
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بریم که تابع داراي مجانب قائمی با طول مثبت است. از طرفی در اطراف مجانب قائمش، از نمودار رسم شده در صورت تست پی می
  ي مضاعف مثبتی است. پس داریم:شکل نمودار به صورت مقابل است. پس قطعاً مخرج کسر داراي ریشه
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شرط	وجود	ریشهي	مضاعف	مخرج
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ	 ي	مخرج∆

	 = 0	 → ܾ2 − 16 = 0 → ܾ2 = 16 → ൝
ܾ = 4	 ققغ
ܾ = −4				

 

ܾچون به ازاي  = ݔي مضاعف منفی مخرج داراي ریشه  4 = خواهد بود، پس غیر قابل قبول است. اگر بیشتر به نمودار تابع  2−
  است. پس داریم:رسیم که عرض از مبدأ تابع مثبت بوده و طول از مبدأ آن منفی دقت کنیم، به این نتیجه می

(ݔ)݂ =
ݔ + ܽ

2ݔ + ݔܾ + 4
→

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

		௫ୀ0		
ሱ⎯⎯ሮ	مبدأݕ	از	عرض =

ܽ
4
> 0 → ܽ > 0

		௬ୀ0		
ሱ⎯⎯ሮ	مبدأݔ	از	عرض = −ܽ < 0 → ܽ > 0
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2ݔ = 1ݔ	تا		6/25 = 	آهنگ	متوسط	تغییر	تابع	از	4 =
݂(6/25	) − ݂(4)

6/25	 − 4
=

ඨ
625
100 − ට4

225
100

=

25
10 − 2

225
100

=

5
10
225
100

=
2
9
 

ݔ = آهنگ	لحظهاي	تابع	در	نقطهاي	به	طول	4 =	݂ ᇱ ቀ4ቁ =
1

2ට4
=

1
4
 

→ آهنگ	لحظهاي − آهنگ	متوسط =
1
4
−

2
9
=

9− 8
36

=
1
36
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ݕ = sin3 ට2ݔ = ൬sinට2ݔ൰
3 	ୱ୧୬ට2௫ୀ௨	
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ᇱݕ = .2ݑ3 ᇱݑ = 3 ൬sinට2ݔ൰

2
.

⎝

⎛
2

2ට2ݔ
. cosට2ݔ

⎠

⎞ 

→ ᇱݕ ൭
2ߨ

18
൱ = 3൭sin ߨ

3
൱

2

⎝

⎜
⎛ 1
ߨ
3
cos

ߨ
3
⎠

⎟
⎞
=

9
ߨ
⎝

⎛
ට3

2
⎠

⎞

2

൭
1
2
൱ =

9
ߨ
×

3
4
×

1
2
=

27
ߨ8
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ݕ = ௫݁ݔ
2ି4 → ᇱݕ = ݁௫

2ି4 + ௫݁ݔ2
2ି4 × ݔ = ݁௫

2ି4(1+  (2ݔ2

پاي	قائمݔ = 2 → پاي	قائمݕ = 2
پاي	قائم
ሱ⎯⎯ሮ ܣ	 อ

2
2

قائم݉ = −
1

ᇱ(2)ݕ
= −

1
9 ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

	خط	قائم يمعادله
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݕ	 − 2 = −

1
9
ݔ) − 2) 

  آوریم. داریم:ها را به دست میxي خط قائم، محل برخورد این خط با محور حال با معلوم بودن معادله

		௬ୀ0		
ሱ⎯⎯ሮ 0− 2 = −

1
9
ቀݔ − 2ቁ → −2 = −

1
9
ݔ +

2
9
→

1
9
ݔ =

20
9
→ ݔ = 20 
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(ݔ)݂ = ൞
3
ݔ
− 5						; ݔ							 ≥ 1

2ݔ + ݔܽ + ܾ	; ݔ < 1
→ (ݔ)′݂ =

⎩
⎨

⎧−3

2ݔ 						 ; ݔ							 ≥ 1

ݔ2 + ܽ			; ݔ			 < 1
 

ݔاي به طول در نقطه fبراي آنکه تابع  =   پذیر باشد، باید:مشتق 1

ݔدر   ݂) تابع 1 =   پیوسته باشد. داریم: 1

൝
ݔ = حد	راست	و	مقدار	تابع	در		1 = −2
ݔ = حد	چپ	تابع	در		1 = 1+ ܽ + ܾ

		مقدارୀحد	چپୀحد	راست		
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 1+ ܽ + ܾ = −2 → ܽ + ܾ = −3			(1) 

ݔ اي به طولبا مشتق چپ تابع در نقطه ݂) مشتق راست تابع 2( =   برابر باشند. داریم: 1

ቐ
:مشتق	راست ା݂

ᇱ ቀ1ቁ = −3
ି݂	:مشتق	چپ ᇱ ቀ1ቁ = 2+ ܽ

	مشتق	چپୀمشتق	راست	
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 2+ ܽ = −3 → ܽ = −5

ቀ1ቁمعادله	در	جایگذاري	
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ܾ = 2 
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(ݔ)݂براي آنکه تابع  =
1
4 ݔ

4 +
1
2 ݔ

3 − صعودي و تقعر نمودار آن رو به پایین باشد، باید علامت مشتق اول و دوم این تابع ، 2ݔ3

  به ترتیب مثبت و منفی باشد، پس داریم:



 09113137396دبیر: علی نیا                    دبیر ریاضی فریدونکنار                         شماره تماس: 

٤٩ 
  www.riazisara.ir                                                                                          را س یضیار تیسا زا دولناد

݂ ᇱ(ݔ) = 3ݔ +
3
2
2ݔ − 	ݔ6 → ݂ ᇱᇱ(ݔ) = 2ݔ3 + ݔ3 − 6 

	تابع	صعودي	است → ݂ ᇱ(ݔ) > 0	 → 3ݔ +
3
2
2ݔ − ݔ6 > 0 → 2ݔ൭ݔ +

3
2
ݔ − 6൱ > 0 

هاریشه ݔ	: =

−
3
2±

ඨ
105
4

2
→ ൝

ݔ = −3/000
ݔ = 1/000

 

 

→ −3/000 < ݔ < ݔ		یا	0 > 1/000		(1) 

  

	تقعر	تابع	روبه	پایین	است → ݂ ᇱᇱ(ݔ) = 2ݔ3 + ݔ3 − 6 < 0 → 2ݔ)3 + ݔ − 2) < 0 → −2 < ݔ < 1	(2) 
(1)∩	(2)
ሱ⎯⎯⎯ሮ −2 < ݔ < 0	 
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ݔبریم که خط از نمودار رسم شده در صورت تست پی می = ݔمجانب قائم تابع است. پس باید  	0 = ي مخرج کسر باشد. ریشه 0
  داریم:

ݔ + ܾ = 0
		௫ୀ0		
ሱ⎯⎯ሮ 0+ ܾ = 0 → ܾ = 0 → ݕ =

2ݔ + ݔܽ − 2
ݔ

 

ي مجانب باشد. براي تعیین معادله) و عرض از مبدأ منفی می1از طرفی نمودار این تابع شامل مجانب مایلی با شیب مثبت (برابر 
  کنیم، داریم:مایل، صورت کسر را بر مخرجش تقسیم می

2ݔ + ݔܽ − 2
ݔ

= ݔ + ܽ −
2
ݔ

 

ݔ + −: خارج قسمت   و   ܽ
2
௫

  : باقیمانده 

عرض	از	مبدأݕ < 0 → ܽ < 0 
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ݕ = cos2 ቀtanି1ݔቁ → ᇱݕ = ቀtanି1ݔቁ
ᇱ
× 2 ݏ݋ܿ ቀtanି1ݔቁ × ቀ−݊݅ݏ ቀtanି1ݔቁቁ		, 

	ቀtanି1ݔቁ
ᇱ
=

1

1+  2ݔ

ᇱݕ อ

	
	

ݔ = 1 =
1

1 + 1
× 2 ݏ݋ܿ ቀtanି11ቁ × ቀ−݊݅ݏ ቀtanି11ቁቁ

	୲ୟ୬ష11ୀగ
4
	

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ᇱݕ อ

	
	

ݔ = 1 = −
1
2
 

  2و  1گزینه  -80

ݔدر  ′݂گیریم که مقدار تابع نتیجه می ݂با توجه به نمودار  = مقادیر آن به سمت صفر (به  xعددي مثبت بوده و با افزایش  0
تابعی زوج خواهد بود. پس هر دو نمودار  ′݂شود تابعی فرد است، نتیجه می ݂یابد. همچنین از آنجا که صورت مجانبی) کاهش می

ݔدر  ݂) در این موضوع است که تابع 2) و (1قابل قبول است. توجه کنید که تفاوت دو نمودار ( ′݂) براي 2) و (1هاي (گزینه = 0 
  توان دریافت!این موضوع را نمی ݂مشتق دوم دارد یا خیر که از روي نمودار تابع 
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,2)ܣي ام خطوط گذرا از نقطهي تممعادله   به صورت کلی مقابل است: mبا شیب  (1−

ݕ = ݉ቀݔ − 2ቁ − 1 

ݕبراي یافتن شیب خطوط مماس رسم شده بر منحنی  =
1
2 ݔ

2 − ,2)ܣي از نقطه ݔ  Aي کافی است خطوط گذرا از نقطه (1−

  هاي مضاعف آن باشیم:را با منحنی فوق تلاقی دهیم و به دنبال ریشه

1
2
2ݔ − ݔ = ݉ቀݔ − 2ቁ − 1 →

1
2
2ݔ − ቀ݉ + 1ቁ ݔ + ቀ2݉+ 1ቁ = 0 

	مضاعف يریشه
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ∆= ቀ݉ + 1ቁ

2
− 2 ቀ2݉ + 1ቁ = 0 → ∆= ݉2 − 2݉ − 1 = 0 → ݉1, ݉2 =

2±ට8

2
= 1± ට2 

  گاه:در نظر بگیریم، آن θي بین این دو مماس را اگر زاویه

tan ߠ = ቮ
݉1 −݉2

1+݉1݉2
ቮ =

2ට2

1− 1
= تعریف	نشده → θ =

π
2
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ݔکافی است معادل تابع را به ازاي  → (−3)ା :پیدا کرده و از آن مشتق بگیریم  
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ݔ → ቀ−3ቁ
ା
: (ݔ)݂ = ቀ−3+ ݔቁට9ݔ

3
→ ݂ ᇱ(ݔ) = ට9ݔ

3
+ ቀݔ − 3ቁ ×

9

3ඨቀ9ݔቁ
23
→ 

݂ ᇱ ቀቀ−3ቁ
ା
ቁ = −3+ ቀ−6ቁ ×

9
3 × 9

= −5 
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ي تماس است. ثانیا شیب خط مماس برابر مشتق تابع در نقطه کند،ي خط مماس صدق میي تماس در معادلهاولا مختصات نقطه
  پس:

ݕ2 + ݔ = 7:

⎩
⎪
⎨

⎪
ݔ⎧ = 3	 → ݕ = 2 → ݂ ቀ3ቁ = 1ି݂	یا	2 ቀ2ቁ = 3

ݕ = −
ݔ
2
+

7
3
→ ݂ ᇱ ቀ−3ቁ = −

1
2

 

(ݔ)݃ي گیري از طرفین رابطهبا مشتق =
1
௫
  داریم: (ݔ)1ି݂

݃ᇱ(ݔ) = −
1

2ݔ ݂
(ݔ)1ି +

1
ݔ
൬݂ି1(ݔ)൰

ᇱ
= −

1

2ݔ ݂
(ݔ)1ି +

1
ݔ
×

1

݂ ᇱ ൬݂ି1(ݔ)൰
 

→ ݃ᇱ(ݔ) = −
1
4
݂ି1 ቀ2ቁ +

1
2
×

1

݂ ᇱ ൬݂ି1 ቀ2ቁ൰
= −

3
4
− 1 = −

7
4
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(ݔ)݂چون تابع  = ݂صعودي و تقعرش روبه بالا است، پس باید توأما  3݁ି௫ݔ ᇱ(ݔ) > ݂و  0 ᇱᇱ(ݔ) >   باشد:  0

݂ ᇱ(ݔ) = 2݁ି௫ݔ3 − 3݁ି௫ݔ = ቀ3− 2݁ି௫ݔቁݔ
	௙ᇲ(௫)வ0	
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ݔ <  (ܫ)		3

݂ ᇱᇱ(ݔ) = 2݁ି௫ݔ− + ቀ3− ቁݔ ௫ି݁ݔ2 − ቀ3− 2݁ି௫ݔቁݔ = 2ݔ) − ݔ6 +  ௫ି݁ݔ(6

2ݔهاي ریشه − ݔ6 + 6 = ±3برابر  0 ට3  ݂و جدول تعیین علامت ᇱᇱ(ݔ) 

0هاي  به صورت مقابل است. پس در بازه < ݔ < 3−ට3  ݔو > 3+ට3 

݂داریم:  ᇱᇱ(ݔ) >   آید که مورد نظر سوال است.) به دست میට3−0,3ي () بازهIي (که با اشتراك با بازه 0
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  3گزینه  -85

ورت ي صي مخرج و هم ریشهریشهگیریم که این دو نقطه هم نتیجه می ها تعریف نشده است،اي که تابع در آنبا توجه به دو نقطه
  هستند:

:مخرج sin ݔ + cos ݔ = 0 → tan ݔ = −1
௫	مثبت	مقدار	اولین
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݔ =

ߨ3
4

 

:صورت ܽ sin ݔ2 + ܾ ተተ

	
	

ݔ =
ߨ3
4
= 0 → ܽ sin

ߨ3
2
+ ܾ = 0 → ܽ = ܾ 

  شود:به صورت زیر ساده می ݂ي تابع پس ضابطه

(ݔ)݂ =
ܽ sin ݔ2 + ܾ
sin ݔ + cos ݔ

ୱ୧୬2௫ୀ2 ୱ୧୬௫ ୡ୭ୱ௫

1ୀୱ୧୬2 ௫ାୡ୭ୱ2 ௫
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ

ܽ(sin ݔ + cos 2(ݔ

sin ݔ + cos ݔ
= ܽ(sin ݔ + cos (ݔ = ܽට2 sin(ݔ + ߨ

4
) 

maxچون  ൬sin ൬ݔ + గ
4൰൰ = ((ݔ)݂)maxلذا با توجه به اینکه  1 =   شود که:است، نتیجه می 1

ܽට2 = 2 → ܽ = ට2 
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ݕ = tan2(
ߨ
3
+ sinି1ݔ) → ᇱݕ =

1

ට1− 2ݔ
× ൭2 tan ߨ

3
+ sinି1ݔ൱ × ൭1+ tan2 ൭

ߨ
3
+ sinି1ݔ൱൱ 

ݔبه ازاي  =
ට3

ݔsinି1داریم  2 = గ
  ، پس:3

ᇱݕ

⎝

⎛
ට3

2
⎠

⎞ =
1

ඨ1 −
3
4

× ൭2 tan
ߨ2
3
൱ × ൭1+ tan2 ൭

ߨ2
3
൱൱ = 2 × ൬2(−ට3)൰ × ൬1 + (−ට3)2൰ = −16ට3 

  2گزینه  -87

ي عوض شده و چون مماس در آن وجود دارد، پس نقطه ٠ݔي تقعر تابع در نقطه ݂با توجه به نمودار 
ݔکه در  ′݂عطف است. لذا مقدار  = ݔي تا نقطه ݔبرابر صفر است، مقدارش با افزایش  0 =  ٠ݔ
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زوج است، لذا  ݂یابد تا به صورت حدي به مقدار صفر برسد. همچنین چون تابع کاهش می ′݂یابد و از آنجا به بعد مقدار افزایش می
  ) قابل قبول است.2فرد بوده و در نتیجه تنها نمودار ( ′݂

  3گزینه  -88

ݕبرابر است با:  mبا شیب  (2,9)ܣي ي کلی خطوط گذرا از نقطهمعادله = ݉ቀݔ − 2ቁ + 9  

ݕبراي یافتن شیب خطوط مماس رسم شده بر منحنی  = 2ݔ− + ݔ2 + ي کافی است خطوط گذرا از نقطه (2,9)ܣي از نقطه 5
A هاي مضاعف آن باشیم:را با منحنی فوق تلاقی دهیم و به دنبال ریشه  

2ݔ− + ݔ2 + 5 = ݉ቀݔ − 2ቁ + 9 → 2ݔ + ቀ݉ − 2ቁ ݔ + (4− 2݉) = 0 

	مضاعف يریشه
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ∆= ቀ݉ − 2ቁ

2
− 4 ቀ4− 2݉ቁ = 0 → ∆= ݉2 + 4݉ − 12 = 0 → ቀ݉ + 6ቁ ቀ݉ − 2ቁ = 0 

→ ݉1 = −6	, ݉2 = 2 

  گاه:در نظر بگیریم، آن θي بین این دو مماس را اگر زاویه

tan ߠ = ቮ
݉1 −݉2

1+݉1݉2
ቮ = ቮ

−6− 2
1+ ቀ−6ቁ ቀ2ቁ

ቮ =
8
11
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(ݔ)݂ = ݔ3 + |ݔ| → ൝
ݔ									ݔ4 ≥ 0
ݔ								ݔ2 < 0

(ݔ)݃			,	 =
3
4
ݔ + |ݔ|ܽ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧൭

3
4
+ ܽ൱ ݔ									ݔ ≥ 0

൭
3
4
− ܽ൱ ݔ								ݔ < 0

 

ݔدر  ݃و  ݂هاي توابع ضابطهاز آنجا که  = را در مبدأ مختصات خواسته است، به صورت  ݂݋݃پذیري تابع شود و مشتقعوض می 0
  کنیم:زیر عمل می

(0)′(݂݋݃) →

⎩
⎪
⎨

⎪
′(݂݋݃)⎧

(0శ) = ݂′
(0శ) × ݃ᇱ ൬݂ ቀ0ାቁ൰ = (4) × ൭

3
4
+ ܽ൱

(0ష)′(݂݋݃) = ݂′(0ష) × ݃ᇱ ൬݂ ቀ0ିቁ൰ = (2) × ൭
3
4
− ܽ൱

 

  باید:



 09113137396دبیر: علی نیا                    دبیر ریاضی فریدونکنار                         شماره تماس: 

٥٤ 
  www.riazisara.ir                                                                                          را س یضیار تیسا زا دولناد

(0ష)′(݂݋݃) = ′(݂݋݃)
(0శ) → 3+ 4ܽ =

3
2
− 2ܽ → 6ܽ = −

3
2
→ ܽ = −

1
4
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(ݔ)݃ = ට2(ݔ)1ି݂ݔ → ݃ᇱ(ݔ) =
2

2ට2ݔ
(ݔ)1ି݂ + ට2ݔ ൬݂ି1(ݔ)൰

ᇱ
→ ݃ᇱ ቀ2ቁ

=
1
2
݂ି1 ቀ2ቁ + 2 ൬݂ି1 ቀ2ቁ൰

ᇱ
		(∗) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧݂ ቀ4ቁ = 2	 → ݂ି1 ቀ2ቁ = 4

݂ ᇱ ቀ4ቁ =
1
3
																									

	→ ൬݂ି1 ቀ2ቁ൰
ᇱ
=

1
݂ ᇱ ቀ4ቁ

= 3 

					(∗)			
ሱ⎯⎯⎯ሮ ݃ᇱ ቀ2ቁ =

1
2
× 4+ 2 × 3 = 8 
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(ݔ)݂با توجه به فرض، تابع  = ݁௫ି2௫2
݂صعودي و تقعرش روبه پایین است. پس:   ᇱ(ݔ) > ݂		و		0 ᇱᇱ(ݔ) < 0  

→ ݂ ᇱ(ݔ) = ቀ1− ቁݔ4 ݁௫ି2௫2 		௙ᇲ(௫)வ0		
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ቀ1− ቁݔ4 ݁௫ି2௫2

> 0
	௘ೣష2ೣ2

வ0	
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 1− ݔ4 > 0 → ݔ <

1
4
					ቀ1ቁ 

݂ ᇱᇱ(ݔ) = −4݁௫ି2௫2
+ ቀ1− ቁݔ4

2
݁௫ି2௫2

= ቆቀ1− ቁݔ4
2
− 4ቇ ݁௫ି2௫2

 

		௙ᇲᇲ(௫)ழ0		
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮቀ1− ቁݔ4 ቀ3− ቁݔ4 ݁௫ି2௫2

< 0
	௘ೣష2ೣ2

ழ0	
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ቀ4ݔ + 1ቁ ቀ4ݔ − 3ቁ < 0 → −

1
4
< ݔ <

3
4
		(2) 

:مجموعهي	جواب	نهایی ቀ2ቁ 	و ቀ1ቁ اشتراك	 = (−
1
4
,
1
4
) 
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ݔچون  =
3గ
  ي مخرج آن است. یعنی:است، پس ریشه ݂مجانب قائم تابع  4
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ܾ + cos ݔ2 ተተ

	
	

ݔ =
ߨ3
4
	
= 0		 → ܾ + cos

ߨ3
2
= 0

ୡ୭ୱ
3గ
2
ୀ0

ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ 	ܾ = 0 

(ݔ)݂ي تابع به صورت پس ضابطه = ௔ ୱ୧୬௫ିୡ୭ୱ௫
ୡ୭ୱ 2௫ شود.می  

cosي هاي معادلهبا توجه به ریشه ݔ2 = ݔبه ازاي  ݂گیریم که مخرج تابع نتیجه می 0 = గ
شود که در نمودار، تابع نیز صفر می 4

ݔنیز باید به ازاي  ݂ي توخالی)، پس صورت تابع به ازاي این نقطه، تعریف نشده است (نقطه ݂ = గ
  صفر شود، یعنی: 4

(ܽ sin ݔ − cos (ݔ ቮ

	
	

ݔ =
ߨ
4
	 = 0 →	

ܽට2

2
−
ට2

2
= 0	 → ܽ = 1 

  شود:به صورت زیر ساده می ݂ي تابع توجه کنید که ضابطه

(ݔ)݂ =
sin ݔ − cos ݔ

cos ݔ2
→ (ݔ)݂ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ −1
sin ݔ − cos ݔ

ݔ						 ≠
(2݇ − ߨ(1

4

ݔ														تعریف	نشده =
(2݇ − ߨ(1

4
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ݕ = ln ݁√ୱ୧୬௫ = √sin ݔ × ln 1 ௦௜௡௫ୀ௨
ሱ⎯⎯⎯ሮ ᇱݕ =

′ݑ
ݑ√2

=
cos ݔ

2√sin ݔ
→ ᇱݕ ൭

ߨ
6
൱ =

cos 6ߨ

2ඨsin
ߨ
6

=

ට3
2

2ඨ
1
2

=

ට3
2
2

ට2

=
ට6

4
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ݕباید مینیمم مطلق تابع  =
1
4 ݔ

4 − 3ݔ − ௙ܦاش یعنی را روي دامنه 2ݔ2 = R  به دست آوریم. براي این منظور باید ابتدا عرض

  نقاط بحرانی تابع را مشخص کنیم. داریم:
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ᇱݕ = 3ݔ − 2ݔ3 − ݔ4 = ݔ ቀ2ݔ − ݔ3 − 4ቁ = 0 →

⎩
⎪
⎨

⎪
ݔ⎧ = 0 → y ቀ0ቁ = 0																																		

ݔ = −1 → ݕ ቀ−1ቁ =
1
4
+ 1− 2 = −

3
4

ݔ = 4 → ݕ ቀ4ቁ = 64 − 64 − 32 = −32

 

  آوریم:سپس مقدار تابع را در بی نهایت به دست می

lim
௫→±ஶ

ݕ = lim
௫→±ஶ

൭
1
4
4ݔ − 3ݔ − 	2൱ݔ2

		پر	توان		
ሳልልሰ	 lim

௫→±ஶ

1
4
4ݔ = +∞ 

  کنیم. داریم:حال بین مقادیر به دست آمده، کمترین مقدار را به عنوان مینیمم مطلق تابع معرفی می

௠௜௡	مطلقݕ = min{0, −
3
4
, −32, +∞} = −32 
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  بریم:به دو موضوع زیر پی می ݂از روي نمودار تابع 

  است. پس داریم: ݂) متعلق به تابع 2,1ي () نقطه1

݂ ᇱ(ݔ) = ݔܽ
3
2 + ݔܾ

1
2 → ݂ ቀ1ቁ = 2 → ܽ + ܾ = 2			(1) 

ݔاي به طول ) نقطه2 = ݂است. پس  ݂ي عطف تابع ، طول نقطه1 ᇱᇱ ቀ1ቁ =   باشد، داریم:می 0

݂ ᇱ(ݔ) =
3
2
ݔܽ

1
2 +

1
2
ݔܾ

ି
1
2 → ݂ ᇱᇱ(ݔ) =

3
4
ݔܽ

ି
1
2 −

1
4
ݔܾ

ି
3
2 → ݂ ᇱᇱ ቀ1ቁ = 0 →

3
4
ܽ −

ܾ
4
= 0 

×4
→ 3ܽ − ܾ = 0						(2) 

  ) داریم:2) و (1با حل دستگاه ایجاد شده از معادلات (

ቀ1ቁو	ቀ2ቁ
ሱ⎯⎯⎯ሮ	൝

ܽ + ܾ = 2	
3ܽ − ܾ = 0

	→ 4ܽ = 2 → ܽ =
1
2
	 , ܾ =

3
2
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,D௙[0اي روبه پایین است که در آن علامت مشتق دوم تابع منفی باشد. داریم: در بازه ݂تقعر تابع  +∞]  
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ݕ = ቀݔ + 3ቁ√ݔ = ݔ
3
2 + ݔ3

1
2 → ᇱݕ =

3
2
ݔ

1
2 +

3
2
ݔ
ି

1
2 → ᇱᇱݕ =

3
4
ݔ
ି

1
2 −

3
4
ݔ
ି

3
2 =

3
4
(

1
ݔ√

−
1

ට3ݔ
) 

→ ᇱᇱݕ =
3
4
൭
ݔ − 1
ݔ√ݔ

൱ < 0	
		௫ஹ0		
ሱ⎯⎯ሮ ݔ − 1 < 0 → ݔ < 1 

ݔ( ݂ي تابع با توجه به دامنه > 0ي فاصله)، علامت مشتق دوم تابع در 0 < ݔ < ) 1,0ي (در بازه ݂منفی است، پس تقعر تابع  1
ܾروبه پایین است. با توجه به این توضیح، بیشترین مقدار  −   باشد.می 1برابر  ܽ

max(ܾ − ܽ) = 1− 0 = 1 
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(ݔ)݂ي ي خط مماس بر منحنی به معادلهابتدا معادله = ݈݊ ට
௦௜௡௫

1ା௖௢௦௫ ݔاي به طول در نقطه = ஠
واقع بر آن را نوشته و سپس  2

ݔبراي تعیین عرض از مبدأ خط مماس،  =   کنیم. داریم:را در معادله جایگذاري می 0

݂ ൭
π
2
൱ = ݈݊ඪ

݊݅ݏ π2
1+ ݏ݋ܿ π2

= ln 1 = 0	 → )ܣ
π
2
, 0) 

(ݔ)݂ = ݈݊ඨ
݊݅ݏ ݔ

1+ ݏ݋ܿ ݔ
= ln(

݊݅ݏ ݔ
1+ ݏ݋ܿ ݔ

)
1
2 =

1
2
(ln sin ݔ − ln(1+ cos  ((ݔ

݂ ᇱ(ݔ) =
1
2
൭
ݏ݋ܿ ݔ
݊݅ݏ ݔ

−
− ݊݅ݏ ݔ

1+ ݏ݋ܿ ݔ
൱ → mمماس = ݂ ᇱ ൭

π
2
൱ =

1
2
൭0+

1
1+ 0

൱ =
1
2
 

		معادلهي	خط	مماس	
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݕ − 0 =

1
2
൭ݔ −

π
2
൱
		௫ୀ0			
ሱ⎯⎯ሮ :عرض	از	مبدأ ݕ = −

π
4
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  کنیم. داریم:) مشخص می-2,2ي (ابتدا عرض نقاط بحرانی را در بازه

ݕ = 3ݔ − 2ݔ3 − ݔ9 + 5	 → ᇱݕ = 2ݔ3 − ݔ6 − 9 = 0

→ ቐ
ݔ = −1 → ݕ ቀ−1ቁ = −1− 3+ 9+ 5 = 10
ݔ = 3 ቀ−2,2ቁ																																																		
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  آوریم. داریم:حال عرض تابع را در نقاط ابتدایی و انتهایی این بازه به دست می

ݕ ቀ−2ቁ = −8− 12 + 18 + 5 = 3 

ݕ ቀ2ቁ = 8− 12 − 18 + 5 = −17 

  کنیم:تابع در این بازه معرفی می در آخر بین مقادیر به دست آمده، بیشترین مقدار را به عنوان ماکزیمم مطلق

௠௔௫	مطلقݕ = max{10,3, −17} = 10 
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  بریم که:از روي نمودار رسم شده پی می

ݔبرابر با  ݂) طول ماکزیمم نسبی تابع 1 = ݔپذیر است، پس به ازاي است. چون تابع همه جا مشتق 3 = مشتق اول تابع صفر  3
  شود. داریم:می

ݕ = 4ݔܽ + 3ݔ2 + 2ݔܾ → ᇱݕ = 3ݔ4ܽ + 2ݔ6 + ݔ2ܾ → ᇱݕ ቀ−3ቁ = 0 → 108ܽ + 54 + 6ܾ

= 0
		÷6		
ሱ⎯ሮ 18ܽ + ܾ = −9 

ݔي عطف افقی تابع ) طول نقطه2 = ݔاست. پس  0 = دوم تابع است. پس ي مشتق ي سادهي مضاعف مشتق اول و ریشهریشه 0
  داریم:

ᇱᇱݕ = 2ݔ12ܽ + ݔ12 + 2ܾ → ᇱᇱݕ ቀ0ቁ = 0 → 2ܾ = 0 → ܾ = 0

ቀ1ቁمعادله	در	جایگذاري
௕ୀ0

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 18ܽ = −9 → ܽ = −
1
2
 

  1گزینه  -100

  اي تقعر تابع رو به بالا است که در آن بازه علامت مشتق دوم تابع مثبت باشد. پس داریم:در بازه

ݕ = 2ݔටݔ + 2 → ᇱݕ = 1 × ට2ݔ + 2+
ݔ2

2ට2ݔ + 2
× ݔ → 

ᇱᇱݕ =
ݔ2

2ට2ݔ + 2
+

2ݔටݔ2 + 2+
ݔ2

2ට2ݔ + 2
× 2ݔ

2ݔ + 2
=

ݔ

ට2ݔ + 2
+

ݔ2 ቀ2ݔ + 2ቁ − 2ݔ

ቀ2ݔ + 2ቁට2ݔ + 2
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ݔ ቀ2ݔ + 2ቁ − ݔ2 ቀ2ݔ + 2ቁ − 2ݔ

ቀ2ݔ + 2ቁට2ݔ + 2
=

ݔ2 + ݔ2 ቀ2ݔ + 2ቁ

ቀ2ݔ + 2ቁට2ݔ + 2
 

ᇱᇱݕ > 0	 →
ݔ2 ൬1+ ቀ2ݔ + 2ቁ൰

ቀ2ݔ + 2ቁට2ݔ + 2
> 0

ቆ1ା൬௫2ା2൰ቇ	و	ቆ1ା൬௫2ା2൰ቇ

همواره	مثبت
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݔ2 > 0 → ݔ > 0 

,0)ي پس تابع در بازه   باشد.برابر صفر می ܽتقعرش رو به بالا است. بنابراین کمترین مقدار  (∞+
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ݔي را در نقطه ݂عبارت داده شده، مشتق تابع  = (ݔ)݂است. با توجه به اینکه  1− = ݔ) − ݔ)(2 + 1)ට2ݔ − ݔ7
3

  داریم: 

lim
௛→0

݂ ቀ−1+ ℎቁ − f(−1)
ℎ

→ ݂ ᇱ ቀ−1ቁ = lim
௫→ି1

(ݔ)݂ − f(−1)
ݔ + 1

= lim
௫→ି1

ቀݔ − 2ቁ ቀݔ + 1ቁ ට2ݔ − ݔ7
3

− 0

ݔ + 1
 

lim
௫→ି1

ݔ) − 2)ට2ݔ − ݔ7
3
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را در  ݂هاي خود پیوسته است. پس فقط پیوستگی تابع روي هر یک از ضابطه ݂ي خود پیوسته باشد. تابع روي دامنه ݂اولاً باید 
ݔي نقطه =   کنیم. داریم:بررسی می 1

lim
௫→1ష

(ݔ)݂ = lim
௫→1శ

(ݔ)݂ = ݂ ቀ1ቁ → ܽ + ܾ = 2						(1) 

݂ثانیاً: تابع  ᇱ آوریم:را به دست می  

(ݔ)݂ = ൞
3ݔܽ + ;	ݔܾ ݔ < 1

2ට4ݔ − 3	; ݔ ≥ 1
	→ 	 ݂ ᇱ(ݔ) =

⎩
⎪
⎨

⎪
2ݔ3ܽ⎧ + ܾ	; ݔ < 1

4

ට4ݔ − 3
	 ; ݔ ≥ 1 

݂هاي هر یک از ضابطه ᇱ ي را در نقطه ݂پذیري تابع . پس فقط مشتقي متناظرشان پیوسته هستند (بررسی کنید)روي دامنه
ݔي ي تابع، یعنی در نقطهشکستگی دامنه =   کنیم. لذا باید داشته باشیم:بررسی می 1

݂ି ᇱ ቀ1ቁ = ା݂
ᇱ ቀ1ቁ → 3ܽ + ܾ = 4				(2) 
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ቀ1ቁ	, ቀ2ቁ : ൝
ܽ + ܾ = 2
3ܽ + ܾ = 4

	→ ܽ = ܾ = 1 
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൯൧ᇱ(ݔ)൫݂݃ൣدانیم:  می = ݂ ᇱ൫݃(ݔ)൯. ݃ᇱ(ݔ)  

݂൫݃(ݔ)൯ =
(ݔ)3݃ − 2

1 + (ݔ)3݃
=
ቆටݔ − 1

3
ቇ

3
− 2

1+ ቆටݔ − 1
3

ቇ
3 =

ݔ − 3
ݔ

= 1−
3
ݔ
→ ൣ݂൫݃(ݔ)൯൧ᇱ = ൭1−

3
ݔ
൱

ᇱ

=
3

 2ݔ
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(ݔ)݂ = ௫݁ݔ 	
	௫ୀ1
ሱ⎯ሮ 	݂ ቀ1ቁ = ݁ → ቀ1, ݁ቁ ∈ ݂ → ቀ݁, 1ቁ ∈ ݂ି1 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
൬݂ି1(݁)൰

ᇱ
=

1
݂ ᇱ(1)

	
	(∗)		
ሳልሰ

1
2݁
																																																	

݂ ᇱ(ݔ) = ݁௫ + ௫݁ݔ = ቀݔ + 1ቁ ݁௫ → ݂ ᇱ ቀ1ቁ = 2݁					(∗)
 

,݁)ي در نقطه 1ି݂ي خط مماس بر نمودار تابع معادله   آید:به صورت زیر به دست می (1

ݕ − 1 =
1

2݁
ݔ) − ݁)

		تقاطع	با	محور	௬ها			
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݕ	 − 1 =

1
2݁
ቀ0− ݁ቁ → ݕ =

1
2
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ݕ = 4ݔ + 3ݔܽ +
3
2
2ݔ → ᇱᇱݕ = 2ݔ12 + ݔ6ܽ + 3 = 3 ቀ42ݔ + ݔ2ܽ + 1ቁ					(∗) 

ᇱᇱݕداشته باشیم  xتقعر منحنی این تابع همواره رو به بالاست، اگر و فقط اگر به ازاي تمام اعداد حقیقی  > ) *، پس با توجه به ( 0
  داریم:

ݔ∀ ∈ ܴ; 2ݔ4	 + ݔ2ܽ + 1 > 0 → ቐ
ضریب	2ݔ = 4 > 0																																															
∆= 4ܽ2 − 16 < 0 → ܽ2 < 4 → −2 < ܽ < 2

 

  ها هم تقعر منحنی روبه بالاست.ي گزینهترین جواب بوده است وگرنه در بقیهواقع، منظور طراح کاملتوجه کنید که در 

  4گزینه  -106
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2ݔبا تعیین علامت  −   آوریم:هاي مشتق اول و دوم را به دست می، تابع مورد نظر را ضابطه بندي کرده و از روي آن تابعݔ4

ݕ = ݔ ቚ2ݔ − ቚݔ4 = ቐ
3ݔ − ;		2ݔ4 ݔ			 < ݔ			,		0 > 4	
3ݔ − ;					2ݔ4 					0 ≤ ݔ ≤ 4

 

→ yᇱ = ቐ
2ݔ3 − ;		ݔ8 ݔ			 < ݔ			,		0 > 4	
2ݔ3− + ;					ݔ8 				0 < ݔ < 4

→ yᇱᇱ = ൝
ݔ6 − 8		; ݔ			 < ݔ			,		0 > 4	
ݔ6− + 8					; 				0 < ݔ < 4

 

  به صورت زیر است: yᇱᇱجدول تعیین علامت 

(yᇱᇱ = 0 → ݔ6− + 8 = 0 → ݔ =
4
3
) 

ݔي در سه نقطه yᇱᇱکنید تابع طور که مشاهده میهمان = ݔ،  0 =
4
ݔو  3 = تغییر  4

هستند که حتماً داراي مماس  yي عطف ها در صورتی نقطهدهد و هر کدام از آنعلامت می
  واحد باشند، داریم:

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ᇱݕି ቀ0ቁ = ାᇱݕ ቀ0ቁ = 0 → ᇱݕ ቀ0ቁ = (مماس	واحد)						0

0 <
4
3
< 4 → ᇱݕ ൭

4
3
൱ =

16
3
(مماس	واحد)																					

ᇱݕି ቀ−4ቁ = ᇱݕି			,	16− ቀ+4ቁ = (مماس	واحد	ندارد)		16+

	→ مجموعه	نقاط	عطف = {0,
4
3
} 
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ݔفقط در  ݂) مطابق نمودار، تابع 1( =   را قطع کرده، لذا داریم: xمحور  0

(ݔ)݂ =
ݔ)2ݔ + ܽ)

2ݔ + ݔܾ + ܿ
	→ ݔ	:ریشهها = 0, −ܽ → ܽ = 0 

ݔ) خط 2( =   است. پس باید: ݂تنها مجانب قائم تابع  1

2ݔ + ݔܾ + ܿ = ݔ) − 1)2 = 2ݔ − ݔ2 + 1 → ܾ = −2	, ܿ = 1 

ܾܿدر نتیجه  − ܽ = −2  

  3گزینه  -108

݂چون  ᇱ ቀ1ቁ  ݔدر  ݂موچود است، پس اولاً تابع =   پیوسته است، یعنی: 1
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lim
௫→1ష

(ݔ)݂ = lim
௫→1శ

(ݔ)݂ = ݂ ቀ1ቁ = 1+ ܽ + ܾ = 1− 1 → ܽ + ܾ = −1					(1) 

ݔدر  ݂ثانیاً مشتق چپ و راست تابع  =   با هم برابر است، یعنی: 1

݂ ᇱ(ݔ) =

⎩
⎨

⎧1+
1

2ݔ 									 ; ݔ > 1

ݔ2 + ܽ								; ݔ < 1
→ ݂ି ᇱ ቀ1ቁ = ା݂

ᇱ ቀ1ቁ = 2+ ܽ = 1+ 1 → ܽ = 0			(2) 

ቀ1ቁ	, ቀ2ቁ :	ܾ = −1 → (ݔ)݂ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݔ −

1
ݔ
					 ; ݔ ≥ 1																																																																																							

2ݔ − 1				; ݔ < 1
1ିට2ழ1
ሱ⎯⎯⎯ሮ 	݂ ൬1 −ට2൰ = ൬1−ට2൰

2
− 1 = 2− 2ට2
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  آوریم:را به دست می (1,3−)ܤو  (1,2)ܣي خط گذرا از نقاط معادله

ቀݕ − 2ቁ =
3− 2
−1− 1

ቀݔ − 1ቁ → ݕ = −
1
2
ݔ +

5
2
 

ݔي در نقطه ݂ي مطابق فرض، این خط بر نمودار تابع پیوسته =   مماس است. پس: 3

݂اولا)    ቀ3ቁ = −
1
2 ቀ3ቁ + 5

2 = ݂ثانیا)         (∗)						1 ᇱ ቀ3ቁ = ݉ = −
1
2 							(∗∗)  

  آید:حد عبات مورد نظر به صورت زیر به دست می

ܮ = lim
௫→3

(ݔ)2݂ + (ݔ)4݂ − 5
3− ݔ

=
݂2 ቀ3ቁ + 4݂ ቀ3ቁ − 5

3− 3
=
(1)2 + 4 ቀ1ቁ − 5

0
=

0
0
:  ابهام

  کنیم:براي رفع ابهام به وجود آمده به یکی از دو روش زیر عمل می

  راه حل اول:

ܮ = lim
௫→3

(ݔ)݂) − (ݔ)݂)(5 − 1)
3− ݔ

= lim
௫→3

ቀ݂(ݔ) + 5ቁ lim
௫→3

−൬݂(ݔ) − ݂ ቀ3ቁ൰

3− ݔ

= ቀ݂ ቀ3ቁ + 5ቁ ൬−݂ ᇱ ቀ3ቁ൰ = 6 ×
1
2
= 3 

  راه حل دوم:



 09113137396دبیر: علی نیا                    دبیر ریاضی فریدونکنار                         شماره تماس: 

٦٣ 
  www.riazisara.ir                                                                                          را س یضیار تیسا زا دولناد

	:هوپیتال lim
௫→3

݂(ݔ)2݂ ᇱ(ݔ) + 4݂ ᇱ(ݔ)
−1

=
2݂ ቀ3ቁ ݂ ᇱ ቀ3ቁ + 4݂ ᇱ ቀ3ቁ

−1
(∗),(∗∗)
ሳልልልሰ

2 ቀ1ቁ ൭−
1
2൱ + 4൭−

1
2൱

−1
= 3 
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دانیممی : ᇱ[((ݔ)݂)݃] = ݂ ᇱ(ݔ). ݃ᇱ(݂(ݔ)) 

݃൫݂(ݔ)൯ =
(ݔ)݂

ට1+ (ݔ)2݂
=

ݔ

ට1− 2ݔ

ඩ1+ 2ݔ

1− 2ݔ

=

ݔ

ට1− 2ݔ

1

ට1− 2ݔ

= ݔ → ᇱ[((ݔ)݂)݃] = 1 

  4گزینه  -111

(ݔ)݂ =
ݔ2 − 1
ݔ + 2

		௙(௫)ୀ1		
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ 1 =	

ݔ2 − 1
ݔ + 2

→ ݔ + 2 = ݔ2 − 1 → ݔ = 3 → ݂ ቀ3ቁ = 1 → ቀ3,1ቁ ∈ ݂ 

→ (1,3) ∈ ݂ି1 

(ݔ)݂ =
ݔ2 − 1
ݔ + 2

→ ݂ ᇱ(ݔ) =

อ
	2	 − 1
1						2

อ

ቀݔ + 2ቁ
2 =

5

ቀݔ + 2ቁ
2 → ݂ ᇱ ቀ3ቁ =

5
25
=

1
5
 

→ ቀ݂ି1ቁ
ᇱ
ቀ1ቁ =

1
݂ ᇱ ቀ3ቁ

=
1
1
5

= 5 

  واقع بر آن عبارت است از: 1اي به طول در نقطه 1ି݂شیب خط قائم بر نمودار تابع 

݉ = −
1

ቀ݂ି1ቁ
ᇱ
ቀ1ቁ

= −
1
5
 

  آید:ي خط قائم مورد نظر به صورت زیر به دست میمعادله

ݕ − 3 = −
1
5
ቀݔ − 1ቁ

نقاطع	با	محور	௫	ها
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 0− 3 = −

1
5
ቀݔ − 1ቁ → ݔ = 16 
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  4گزینه  -112

در نقاط اکسترمم نسبی  ݂پذیر است. پس تابع ي خود مشتقباشد که روي تمام نقاط دامنهمی 3اي درجه یک چند جمله ݂تابع 
  خود، داراي مشتق صفر خواهد بود.

݂اگر  ᇱ ቀ1ቁ . ݂ ᇱ ቀ4ቁ < ݂) موجود است به طوري که 4,1ي (عضو بازه cي ي بولزانو نقطهباشد، طبق قضیه 0 ᇱ(ܿ) = 0 .  

  داریم:

݂ ᇱ(ݔ) = 2ݔ3 + ݔ2ܽ − 8 → ቐ
݂ ᇱ ቀ1ቁ = 2ܽ − 5
݂ ᇱ ቀ4ቁ = 8ܽ + 40

 

௙ᇲቀ1ቁ.௙ᇲቀ4ቁழ0	
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ቀ2ܽ − 5ቁ ቀ8ܽ + 40ቁ < 0 → −5 < ܽ < 2/5 

  3گزینه  -113

2ݔبا تعیین علامت  + ݔ −   آوریم:را ضابطه بندي کرده و تابع مشتق اول را به دست می ݂تابع  2

(ݔ)݂ = ቀݔ − 1ቁ ቚ2ݔ + ݔ − 2ቚ = ቐ
3ݔ − ݔ3 + 2			x < −2	, ݔ > 1
−ቀ3ݔ − ݔ3 + 2ቁ	− 2 ≤ ݔ ≤ 1

 

݂ ᇱ(ݔ) = ቐ
2ݔ3 − ݔ											3 < −2	, ݔ > 1
−ቀ32ݔ − 3ቁ 						− 2 < ݔ < 1

 

  ها صفر است یا وجود ندارد.نقاطی هستند که مشتق در آن  ݂تابع دانید، نقاط بحرانی طور که میهمان

ݔ = 2ݔ3ي معادلههاي ریشه ±1 − 3 = ݔشود که نتیجه می  ′݂هاي هستند که با توجه به ضابطه 0 = نقاط بحرانی تابع  ±1
  باشند. زیرا:می ݂

݂ ᇱ ቀ−1ቁ = ݂ ᇱ ቀ1ቁ = 0 

ݔدر  ݂همچنین تابع  =   (از نقاط شکستگی دامنه) مشتق ندارد، یعنی این نقطه هم بحرانی است، زیرا داریم: 2−

݂ି ᇱ ቀ−2ቁ = 9	, ା݂
ᇱ ቀ−2ቁ = −9	 → ݂ି ᇱ ቀ−2ቁ ≠ ା݂

ᇱ ቀ−2ቁ 
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:نقاط	بحرانی	تابع	݂

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ ݔ = −2 ∶ ݂ ቀ−2ቁ = 0	 → ܣ อ

−2
0
	

ݔ = −1 ∶ ݂ ቀ−1ቁ = −4	 → ܤ อ
−1
−4

ݔ = 1		 ∶ 			݂ ቀ1ቁ = 0		 → ܥ อ
1
0

 

  

஺ܵ஻஼ =
1
2
ܥܣ × ܪܤ =

1
2
ቀ3 × 4ቁ = 6 

  

 

  4گزینه  -114

ݔمطابق شکل،  = هاي ها که همگی تابع هموگرافیک هستند، تنها در گزینهباشد. پس با توجه به گزینهنمی yي تابع عضو دامنه 1−
ݔ)، 4) و (1( = ᇱݕنیست. همچنین با توجه به نمودار،  (ݔ)ܷي جزء دامنه 1− > ) فقط 4) و (1ي (است که بین دو گزینه 0

  ) قابل قبول است:4ي (گزینه

ݕ = ൯(ݔ)1൫ܷି݊ܽݐ → ᇱݕ =
ܷᇱ(ݔ)

1+ (ݔ)2ܷ

		௬ᇲவ0		
ሱ⎯⎯⎯ሮ ܷᇱ(ݔ) > 0 

⎩
⎪
⎨

⎪
گزینهي	1⎧ ∶ (ݔ)ܷ	 =

ݔ− + 1
ݔ + 1

→ ܷᇱ(ݔ) =
−2

ݔ) + 1)2 < 0			(×)

4	 يگزینه ∶ (ݔ)ܷ	 =
ݔ − 1
ݔ + 1

→ ܷᇱ(ݔ) =
2

ݔ) + 1)2 > 0				(√)
 

  را رد کرد. 1ي گزینهتوان با توجه به نمودار تابع، از آنجا که عرض از مبدأ تابع، عددي منفی است، به راحتی می توجه:

  4گزینه  -115

y =
1− ݔ2ݏ݋ܿ

2− ݔ2݊݅ݏ
=

ݔ2݊݅ݏ

ݔ2݊݅ݏ− + 2
 

yشکل کلی تابع فوق به صورت  = ௔௨ା௕
ୡ୳ାୢ

uاست که در آن   =   است. پس داریم: ݔ2݊݅ݏ
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y =
ݑܽ + ܾ
cu + d

→ ᇱݕ = (ܽ݀ − ܾܿ) ×
ᇱݑ

(cu + d)2 → ᇱݕ =
2− 0

ݔ2݊݅ݏ−) + 2)2 × ቀ2 sin ݔ cos ቁݔ

=
2 sin ݔ2

ݔ2݊݅ݏ−) + 2)2 	→ yᇱ ൭
π
4
൱ =

2 sin π2
2݊݅ݏ−) π

4 + 2)2 =
2(1)

(
3
2)

2
=

2
9
2

=
8
9
 

  1گزینه  -116

ݕبراي آنکه تابع  = 4ݔ− + 3ݔ4 − صعودي و تقعرش رو به پایین باشد باید علامت مشتق اول و دوم آن به ترتیب مثبت و  3
  منفی باشد. پس داریم:

൞
ᇱݕ = 3ݔ4− + 2ݔ12 > 0	 → 2ݔ4− ቀݔ − 3ቁ > 0 → ݔ ∈ ቀ−∞, 0ቁ ∪ ቀ0,3ቁ						(1)

ᇱᇱݕ = 2ݔ12− + ݔ24 < 0	
		÷12		
ሱ⎯⎯ሮ 2ݔ − ݔ2 > 0 → ݔ ∈ ቀ−∞, 0ቁ ∪ ቀ2,∞ቁ										(2)

 

  4گزینه  -117

y =
x3

x2 + 1
→ ᇱݕ =

3x2 ቀx2 + 1ቁ − 2x. x3

(x2 + 1)2 =
3x4 + 3x2

(x2 + 1)2  

ݔچون  = ݔدر  ݂باشد (ي عطف افقی تابع میي مضاعف مشتق اول است، در نتیجه طول نقطهریشه 0 = داراي مماس افقی  	0
ݔاست). از طرفی چون در حوالی این نقطه علامت مشتق اول مثبت است، در نتیجه تابع در اطراف  = باشد. با توجه صعودي می 0

  است. 4ي ر تابع در حوالی مبدأ مختصات به شکل گزینهبه این توضیحات، نمودا

  1گزینه  -118

y = ඨ1+ 2݊ܽݐ 1
ݔ

1ା௧௔௡21
௫ୀ௨ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ	yᇱ =

uᇱ

2√u
=
൭1+ 2݊ܽݐ 1

൱ݔ
ᇱ

2ඨ1+ 2݊ܽݐ 1
ݔ

=
൭2 tan

1
−൱൭ݔ

1
+2൱൭1ݔ 2݊ܽݐ 1

൱ݔ

2ඨ1+ 2݊ܽݐ 1
ݔ

 

ݕ ൭
3
ߨ
	൱ =

൭2 tan −3൱൭ߨ
2ߨ

9 ൱ ቀ1+ 3ቁ

2ට1+ 3
=

−
8ට32ߨ

9
4

= −
2ට32ߨ

9
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  3گزینه  -119

اي تقعرش رو به بالا است که مشتق کوچکتر از صفر باشد و در بازه ′݂اي نزولی است که مشتق آن، یعنی در بازه ݂ي تابع پیوسته
  تر از صفر باشد. داریم:بزرگ  ′′݂دوم آن، یعنی 

ݕ =
1
3
3ݔ − 2ݔ − ݔ3 → ᇱݕ = 2ݔ − ݔ2 − 3 → ᇱᇱݕ = ݔ2 − 2 

ቐ
	تابع	نزولی	است → ᇱݕ < 0	 → 2ݔ − ݔ2 − 3 < 0 → −1 < ݔ < 3							(1)
تابع	تقعرش	رو	به	بالا	است → ᇱᇱݕ > 0 → ݔ2 − 2 > 0 → ݔ > 1														(2)

	ቀ1ቁ∩ቀ2ቁ	
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ 1 < ݔ < 3 

  1گزینه  -120

ݕروش اول: براي بررسی نمودار تابع  = ݔ
8
5 − ݔ4

3
  در حوالی مبدأ مختصات داریم: 5

ᇱݕ =
8
5
ݔ

3
5 −

12
5
ݔ
ି

2
5 =

4
5
⎝

⎛2ට3ݔ
5

−
3

ට2ݔ
5

⎠

⎞ =
4
5

2ට5ݔ
5

− 3

ට2ݔ
5 =

4
5

ݔ2 − 3

ට2ݔ
5  

ݔکنیم طور که مشاهده میهمان = است. پس علامت مشتق در دو طرف این نقطه تغییر نکرده و تابع  ᇱݕي مضاعف مخرج ریشه 0
  در اطراف این نقطه یا صعودي است و یا نزولی. براي پی بردن به این موضوع، داریم: 

ݔتابع در حوالی  = ᇱݕنزولی است   0 ቀ0ቁ = 4
5ቆ

ି3

0శ
ቇ = −∞	

	
⇒  

ݔحوالی  است، در نتیجه نمودار در ∞−از طرفی چون شیب خط مماس  =   رو است.به شکل روبه 0

هاي ساده یا مکرر فرد زیر رادیکال، طول نقاط عطف قائم روش دوم: در توابع رادیکالی با فرجه فرد، ریشه
  باشد.رو میشوند. نمودار تابع در اطراف نقاط عطف قائم به یکی از دو شکل روبهمنحنی محسوب می

ݕداریم:        = ݔ
8
5 − ݔ4

3
5 = ݔ) − 4)ට3ݔ

5

  

ݔکنیم طور که مشاهده میهمان  = گونه ي فرد است. پس بدون هیچي سوم عبارت زیر رادیکال با فرجهي مکرر مرتبهریشه 0
ݔي بالا، بررسی و توجه به نکته =   باشد.عطف قائم می 0

  4گزینه  -121

سم ان با رتوپذیر است که در آن بازه پیوسته باشد. میاي مشتقدر بازه [݂]راه حل اول: تابع 
  شکل تابع در مورد پیوستگی بحث کرد.
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ݔهاي با توجه به شکل تابع در فاصله > ݔو  1 ≤   پیوسته است. 1−

ݕي اي پیوسته است که خروجی براکت تنها یک مقدار داشته باشد. حال با توجه به ضابطهراه حل دوم: این تابع در بازه = ൤
1
௫
൨ 

  کنیم:ها را بررسی میگزینه

ݔن چو :1ي گزینه =   ي مخرج کسر عبارت داخل براکت است پس تابع در این فاصله ناپیوسته است.در این بازه ریشه 0

  :2ي گزینه

 ൤
1
௫
൨ 1−شمار خروجی دارد، پس تابع در این فاصله ناپیوسته است. بی < ݔ < 0 → 1

௫
< −1 →  

ݔ: تابع در این فاصله ناپیوسته است.   3ي گزینه ≥ −1	 → 0 < 1
௫
≤ 1 →	൤

1
௫
൨ =   1	یا	0

ݔ: تابع در این فاصله پیوسته است.   4ي گزینه < −1	 → 0 > 1
௫
> 1 →	൤

1
௫
൨ = −1  

  1گزینه  -122

  ي رول را دارد، هرگاه:شرایط قضیه ]-1,1[ي در بازه ݂تابع 

  پیوسته باشد: ]-1,1[ي ) در بازه1(

ݔاند، پس تنها باید شرایط پیوستگی در ي خود پیوستهاي و در دامنهچند جمله ݂هاي چون هر یک از ضابطه = ي مرزي) (نقطه 0
  را بنویسیم:

൞
lim
௫→0శ

(ݔ)݂ = lim
௫→0శ

ቀ2ݔ + ቁݔܿ = 0 = ݂(0)

lim
௫→0ష

(ݔ)݂ = lim
௫→0ష

ݔܽ) + ܾ) = ܾ																
	
			شرط	پیوستگی			
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 	ܾ = 0 

(ݔ)݂پذیر باشد: ) مشتق-1,1ي () در بازه2 = ቐ
ݔܽ + ܾ			 − 1 ≤ ݔ < 1
2ݔ + 0					ݔܿ ≤ ݔ	 < 1

		→ (ݔ)݂ = ൝
ܽ							 − 1 < ݔ < 0

ݔ2 + 0				ݔ ≤ ݔ	 < 1
	   

  هاي  ) باید مشتق-1,1ي (در بازه ݂پذیر بودن براي مشتق

→ ቐ
݂ି ᇱ ቀ0ቁ = ܽ														

ା݂
ᇱ ቀ0ቁ = 2 ቀ0ቁ + ܿ

	 → ܽ = ܿ 

)3 (݂ ቀ−1ቁ = ݂ ቀ1ቁ .باشد  

ቐ
݂ ቀ−1ቁ = ܽ + ܾ		

݂ ቀ1ቁ = 1+ ܿ			
	 → −ܽ + ܾ = 1+ ܿ

௕ୀ0
௔ୀ௖ሱ⎯ሮ −ܽ + 0 = 1+ ܽ → ܽ = −

1
2
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ݔرا در  ݃݋݂با کمک فرمول مشتق تابع مرکب، مشتق  =   نویسیم:می 2

(ݔ)ᇱ(݃݋݂) = ݃ᇱ(ݔ)݂ ᇱ൫݃(ݔ)൯ → ᇱ(݃݋݂) ቀ2ቁ = ݃ᇱ ቀ2ቁ ݂ ᇱ ൬݃ ቀ2ቁ൰ 

݃چون  ቀ2ቁ = 1
4ට5(2) − 9 = 1

ᇱ(݃݋݂)    بنابراین:  4 ቀ2ቁ = ݃ᇱ ቀ2ቁ ݂ ᇱ ൬1
4൰			(∗)  

  خواهیم داشت: ݃و  ݂گیري از توابع با مشتق

(ݔ)݂ = ݔߨ2݊݅ݏ → ݂ ᇱ(ݔ) = ߨ2 sin ݔߨ cos ݔߨ → ݂ ᇱ ൭
1
4
൱ = ߨ2 sin π

4
cos

π
4
= ߨ2 ×

ට2

2
×
ට2

2
=  ߨ

(ݔ)݃ =
1
4
ට5ݔ − 9 → ݃ᇱ(ݔ) =

1
4
×

5

2ට5ݔ − 9
→ ݃ᇱ ቀ2ቁ =

5
8
 

ᇱ(݃݋݂)یابیم:               ) و مقادیر به دست آمده، حاصل مشتق را می*بنابراین از ( ቀ2ቁ = 5
8 × ߨ =

5గ
8  
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ቊدهیم:                   را تشکیل می (ݔ)݂݋݃ابتدا تابع 
(ݔ)݂ = [ݔ] − ݔ
(ݔ)݃ = 2௫								 → ݃൫݂(ݔ)൯ = 2[௫]ି௫  

ݕاز آنجا که تابع  = [ݔ] − ݕو در نتیجه  ݔ = [ݔ] − هم تابعی متناوب  ݂݋݃ي تناوب یک است تابع تابعی متناوب با دوره ݔ
آن را به  ي تناوب رسم کنیم و سپسکافی است نمودار را در یک دوره ݂݋݃ي تناوب یک است. بنابراین براي رسم نمودار با دوره

  تعمیم دهیم.هاي دیگر بازه

  

0 ≤ ݔ < 1 → [ݔ] = 0 → (ݔ)݂݋݃ = 2ି௫ = ൭
1
2
൱

௫

		→ 

  به صورت زیر است:  ܴبنابراین نمودار تابع در 

  با توجه به نمودار، تابع در نقاط صحیح داراي ماکزیمم نسبی است ولی مینیمم نسبی ندارد.
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  راه حل اول:
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ݕاز تابع  =
3௔ା௫

ට௔3௫
  یابیم:را میي مینیمم گیریم و نقطهمشتق می 4

y =
3ܽ + ݔ

ටܽ3ݔ
4 =

1

ටܽ3
4 ൭

3ܽ + ݔ

ݔ√
4 ൱ → yᇱ =

1

ටܽ3
4 ×

ݔ√
4

−
1

4ට3ݔ
4 (3ܽ + (ݔ

ට2ݔ
4  

  اگر در صورت، مخرج مشترك بگیریم:

yᇱ =
1

ටܽ3
4 ×

ݔ4 − (3ܽ + (ݔ

4ට5ݔ
4 = 0 →

ݔ)3 − ܽ)

4ට5ݔ
4 = 0 → ݔ = ܽ 

ݔمثبت است پس در همسایگی  ܽچون  =   به صورت زیر است: ܽمخرج مثبت است و جدول تعیین علامت مشتق در همسایگی  ܽ

→ ݔ	طول	نقطهي	مینیمم	تابع	است = ܽ 

ݔبا قرار دادن  =   یابیم:در تابع، مقدار مینیمم را می ܽ

(ܽ)ݕ =
3ܽ + ܽ

ටܽ3 × ܽ
4 =

4ܽ
ܽ
= 4 

  مثبت هستند: ݔو  ܽراه حل دوم: چون 

y =
3ܽ + ݔ

ටܽ3ݔ
4 =

3ܽ

ටܽ3ݔ
4 +

ݔ

ටܽ3ݔ
4 = 3ඨ ܽ4

ݔ3ܽ

4

+ ඨ 4ݔ

ݔ3ܽ

4

= 3ටܽ
ݔ

4
+ 4ට(ݔ

ܽ
)34

 

ට௫با فرض  
௔

4
= ݐ ≥   شود.)ي زوج منفی نمیداریم: (عبارت با فرجه 0

y =
3
ݐ
+  3ݐ

  مینیمم این عبارت، همان مینیمم عبارت داده شده است. بنابراین:

yᇱ =
−3

2ݐ + 2ݐ3 = 0 		×௧2		
ሳልልሰ 4ݐ = 1

				௧ஹ0				
ሱ⎯⎯⎯ሮ t = 1 → ݕ ቀ1ቁ = 3+ 1 = 4:  مینیمم
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  براي بررسی جهت تقعر تابع، باید مشتق دوم را به دست بیاوریم:
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ݕ = sin ݔ +
2ݔ

ߨ
→ ᇱݕ = cos ݔ +

ݔ2
ߨ
→ ᇱᇱݕ = − sin ݔ +

2
ߨ
→ sin ݔ =

2
ߨ

 

1ݕبا رسم نمودارهاي  = sin 2ݕو  ݔ =
2
గ

,0]ي در یک دستگاه مختصات در بازه  గ2] :داریم  

  ي تقاطع دارند.نمودارها یک نقطه

  شود. بنابراین:پس در یک نقطه جهت تقعر تابع عوض می

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ቂ0, αቁ :

2
ߨ
> sin ݔ →

2
ߨ
− sin ݔ > 0 → ᇱᇱݕ > 0 → تقعر	رو	به	بالا

൭ߙ,
ߨ
2
൱ :

2
ߨ
< sin ݔ →

2
ߨ
− sin ݔ < 0 → ᇱᇱݕ < 0 → تقعر	رو	به	پایین

 

,0]ي در بازه ݕبنابراین تقعر تابع  గ2] .ابتدا رو به بالا و سپس رو به پایین است  
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ݔاي به طول مجانب افقی خود را در نقطه ݂نمودار تابع  = ݂قطع کرده، بنابراین چون  0 ቀ0ቁ = ݕاست پس خط  2 = مجانب  2
  افقی تابع است. بنابراین:

lim
௫→ஶ

(ݔ)݂ = 2 → lim
௫→ஶ

2ݔܽ + ݔܾ + 2

2ݔ + 1
= lim

௫→ஶ

2ݔܽ

2ݔ = ܽ = 2 

با خط  ݂ي تلاقی تابع ها مماس است. بنابراین معادلهxها بر محور yدر سمت راست محور  ݂همچنین با توجه به شکل، نمودار تابع 
ݕ =   دهد:ي مکرر میها) ریشهx(محور  0

(ݔ)݂ =
2ݔ2 + ݔܾ + 2

2ݔ + 1
= 0 → 2ݔ2 + ݔܾ + 2 = 0 

=∆ي مکرر (در اینجا مضاعف) بدهد، باید ي فوق ریشهکه معادلهبراي این   باشد. بنابراین: 0

∆= 0 → ܾ2 − 4 ቀ2ቁ 2 = 0 → ܾ2 = 16 → ܾ = ±4 

ܾي مضاعف مثبت باشد. بنابراین ها مماس شده، باید ریشهxها بر محور yچون منحنی در سمت راست محور  = قابل قبول  4−
  است زیرا به ازاي آن:

2ݔ2 + ݔܾ + 2 = 0 → 2ݔ2 − ݔ4 + 2 = 0 → ݔ)2 − 1)2 = 0 → ݔ = 1 > 0 
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  با توجه به فرض داریم:

(ݔ)݂ = ݔ + 1 + 5((ݔ)݃) 	از	طرفین	مشتق	میگیریم		
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݂ ᇱ(ݔ) = 1+ 5݃ᇱ(ݔ).  (∗)				4((ݔ)݃)

		௫ୀ0		
ሱ⎯⎯ሮ ݂ ᇱ ቀ0ቁ = 1+ 5݃ᇱ ቀ0ቁ . ൬݃ ቀ0ቁ൰

4 	௙ᇲቀ0ቁୀ௚ቀ0ቁୀ1	
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 1 = 1+ 5݃ᇱ ቀ0ቁ → ݃ᇱ ቀ0ቁ = 0 

(∗)
	مشتق
ሱ⎯ሮ ݂ ᇱᇱ(ݔ) = 5݃ᇱᇱ(ݔ). ൫݃(ݔ)൯4 + 5݃ᇱ(ݔ). (4݃ᇱ(ݔ). ൫݃(ݔ)൯3) 

		௫ୀ0		
ሱ⎯⎯ሮ ݂ ᇱᇱ ቀ0ቁ = 5݃ᇱᇱ ቀ0ቁ ൬݃ ቀ0ቁ൰

4
+ 20 ൬݃ᇱ ቀ0ቁ൰

2
൬݃ ቀ0ቁ൰

3
→ ݂ ᇱᇱ ቀ0ቁ

= 5݃ᇱᇱ ቀ0ቁ ቀ1ቁ
4
+ 20 ቀ0ቁ

2
ቀ1ቁ

3
= 5݃ᇱᇱ ቀ0ቁ 
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݂ି1 ൭
3
5
൱ = ݉ → ݂(݉) =

3
5
→

݉

ට1+݉2
=

3
5
		௠வ0		
ሱ⎯⎯ሮ

݉2

1+݉2 =
9
25

 

݉2 =
9
16

		௠வ0		
ሱ⎯⎯ሮ݉ =

3
4
→ 	روي	تابع	1ି݂	قرار	دارد	 ൭

3
5
,
4
3
൱ ينقطه  

  برابر است با: ݂از طرفی مشتق تابع 

݂ ᇱ(ݔ) =

1ቆට1+ 2ቇݔ − ݔ

⎝

⎛ ݔ

ට1+ 2ݔ
⎠

⎞

1+ 2ݔ =

1+ 2ݔ − 2ݔ

ට1+ 2ݔ

1+ 2ݔ =
1

(1+ +ට1(2ݔ 2ݔ
 

  مشتق مورد نظر برابر است با:

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ቀ݂ି1ቁ

ᇱ
൭

3
5
൱ =

1

݂ ᇱ ൭
3
4൱
																																						

݂ ᇱ ൭
3
4
൱ =

1

(1+
9
16)

ඨ1+
9
16

=
1

25
16 ×

5
4

=
64

125

			→ ቀ݂ି1ቁ
ᇱ
൭

3
5
൱ =

125
64
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ݔ2راه حل اول: با توجه به شکل و فرض مسئله،  + ݕ = ݕاست. پس  88 = 88 −   .ݔ2

  تابع مساحت مستطیل برابر است با:

,ݔ)ܵ (ݕ = .ݔ ݕ → (ݔ)ܵ = ݔ ቀ88 − ቁݔ2 = ݔ88 −  2ݔ2

  دهیم:، از آن مشتق گرفته و برابر صفر قرار می ܵبراي به دست آوردن بیشترین مقدار تابع 

ܵᇱ(ݔ) = 88 − ݔ4 = 0 → ݔ = 22 → max(ܵ) = ܵ ቀ22ቁ = 22 ቀ88 − 44ቁ = 22 × 44 = 968 

  راه حل دوم:

  ها وقتی ماکزیمم است که دو متغیر با هم برابر باشند.ضرب آنگاه حاصلدو متغیر مثبت مقداري ثابت باشد، آن نکته: اگر مجموع

(ݔ)ܵ = ݔ ቀ88 − ቁݔ2 = 44)(ݔ)2 −  (ݔ

44و  ݔمجموع دو متغیر  − 44ترین مقدار است که ها بیشضرب آناست. پس حاصل 44برابر مقدار ثابت  ݔ − ݔ = ، یعنی ݔ
ݔ =   و در آن صورت: 22

max(ܵ) = ܵ ቀ22ቁ = 2 × 22(44 − 22) = 968 
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,ݔ)ܨبا توجه به تابع ضمنی  (ݕ = 3ݕ + 2ݕݔ3 − ݕ3ݔ3 =   ) برابر است با:1,1ي (در نقطه ′ݕ، مقدار   1

ᇱݕ = −
௫ᇱܨ

௬ᇱܨ
= −

2ݕ3 − ݕ2ݔ9

2ݕ3 + ݕݔ6 − 3ݔ3 	
		ቀ1,1ቁ		
ሱ⎯⎯ሮ −

3− 9
3+ 6− 3

= 1 

ݕ، خط 1) با شیب 1,1(ي در نتیجه خط مماس در نقطه =   گذرد. از نواحی اول و سوم میاست که  ݔ
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ݔي پذیري را در نقظهکافی است پیوستگی و مشتق =   بررسی کنیم: 1

	:پیوستگی(1 lim
௫→1శ

(ݔ)݂ = lim
௫→1ష

(ݔ)݂ = ݂ ቀ1ቁ → 1+ ܽ cos ݔߨ = ܾ + 1 → 1− ܽ = ܾ + 1 → ܽ = −ܾ 

	:مشتق	پذیري(2 ା݂ᇱ ቀ1ቁ = ݂ି ᇱ ቀ1ቁ → −ܽ sin ݔߨ อ

	
	

ݔ = 1 = ݔ2ܾ + 1 อ
	
	

ݔ = 1 

−ܽ sin ݔߨ = 2ܾ + 1 → 2ܾ + 1 = 0 → ܾ = −
1
2
→ ܽ = −൭−

1
2
൱ =

1
2
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ℎ2ي فیثاغورس در مثلث هاشور خورده داریم:  طبق قضیه + 2ݔ = 100			(∗)  

௠)0/5چون انتهاي نردبان با سرعت 
௦

ℎ୲ᇱشود، پس: به زمین نزدیک می  = 0/5(௠
௦
)  

ݔوقتی  = ℎگاه باشد، آن (݉)6 = ) نسبت به زمان *ي (است. حال از رابطه (݉)8
  گیریم:میمشتق 

2ℎ. ℎ୲ᇱ + .ݔ2 ୲ᇱݔ = 0 → 2 ቀ8ቁ (−0/5) 	+ (୲ᇱݔ)(6)2 = 0 

→ ୲ᇱݔ =
6
4
=

2
3
݉
ݏ
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  گیریم:مشتق می ݂از تابع 

݂ ᇱ(ݔ) = −4ܽ sin ݔ4 + 2ܾ cos ݔ2 							(∗) 

ݔبا توجه به نمودار، مقدار مشتق در  = గ
  برابر صفر است: 12

݂ ᇱ ൭
ߨ
12
൱ = −4ܽ sin ߨ

3
+ 2ܾ cos ߨ

6
= 0 → −4ܽ

⎝

⎛
ට3

2
⎠

⎞+ 2ܾ
⎝

⎛
ට3

2
⎠

⎞ = 0 → ට3 ቀ−2ܽ + ܾቁ = 0 

→ ܾ = 2ܽ 		(∗)			
ሱ⎯ሮ	݂ ᇱ(ݔ) = −4ܽ sin ݔ4 + 4ܽ cos  ݔ2

  دهیم:را برابر صفر قرار می ݂حال براي یافتن طول نقاط اکسترمم نسبی، مشتق تابع 

݂ ᇱ(ݔ) = 0 → sin ݔ4 = cos ݔ2 → 2 sin ݔ2 cos ݔ2 = cos  ݔ2

→

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧cos ݔ2 = 0 → ݔ2 = ߨ݇ +

ߨ
2
→ ݔ =

ߨ݇
2
+
ߨ
4
																																																										

																																																																																																																																		یا

sin ݔ2 =
1
2
→ ݔ2 = ߨ݇ +

ߨ
6
, ݔ2 = ߨ݇ +

ߨ5
6
→ ݔ = ߨ݇ +

ߨ
12
, ݔ = ߨ݇ +

ߨ5
12

 

هاي به است. طول این اکسترمم با توجه به مجموعه جواب -3ابر با توجه به نمودار، تابع در اولین اکسترمم نسبی با طول منفی بر
ݔدست آمده  = ିగ

  است. پس: 4
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݂ ൭
ߨ−
4
൱ = −3 → ܽ cos(−ߨ) + ܾ sin ൭

ߨ−
2
൱ = −3 → −ܽ − ܾ = −3

		௕ୀ2௔		
ሱ⎯⎯⎯ሮ −3ܽ = −3 → ܽ = 1

→ ܾ = 2 ቀ1ቁ = 2 
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2ݔ = 1ݔ	تا	5 = آهنگ	متوسط	تغییر	تابع	݂	از	2 = (ݔ)݂∆
ݔ∆

=
݂ ቀ5ቁ − ݂(2)

5 − 2
=

5
5− 1−

2
2− 1

5− 2
=

5
4− 2

3
=
−1
4

 

  به علاوه داریم:

(ݔ)݂ =
ݔ

x − 1
→ ݂ ᇱ(ݔ) =

ݔ − 1− ݔ

ݔ) − 1)2 =
−1

ݔ) − 1)2 

ݔ = :آهنگ	لحظهاي	تغییر	تابع	݂	در	ߙ ݂ ᇱ(ߙ) =
−1

ߙ) − 1)2 

  در نتیجه خواهیم داشت:

آهنگ	متوسط − آهنگ	لحظهاي →
−1
4
=

−1

ߙ) − 1)2 → ߙ) − 1)2 = 4
جذر
ሱሮ ߙ − 1 = ±2 → ൝

ߙ = 2+ 1 = 3
ߙ = −2+ 1 = −1
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ݕ = 2ݏ݋ܿ ߨ
ݔ3

= ൭cos
ߨ
ݔ3
൱

2 			ୡ୭ୱ
గ
3௫
ୀ௨

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ		 ᇱݕ = 2 cos ߨ
ݔ3
൮
ߨ−

2ݔ3 ൭−sin
ߨ
ݔ3
൱൲ 

2 ୡ୭ୱఈ ୱ୧୬ఈୀୱ୧୬2ఈ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ᇱݕ =

ߨ

2ݔ3 sin
ߨ2
ݔ3

→ ᇱݕ ቀ4ቁ = ߨ
3 × 16

sin
ߨ2
12

→ ᇱݕ ቀ4ቁ = ߨ
48
sin

ߨ
6
=
ߨ
48
×

1
2
=
ߨ
96
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݂چون  ᇱ ቀ1ቁ  ݔدر  ݂موجود است، لذا = ݔدر  ݂پیوسته است و مشتق چپ و راست  1 =   با هم برابرند، پس داریم: 1
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⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
:مقدار⎧ ݂ ቀ1ቁ = ܽ + ܾ																																																																												

:حد	چپ lim
௫→1ష

(ݔ)݂ = lim
௫→1ష

ݔܽ) + ܾ) = ܽ + ܾ																																	

	:حد	راست lim
௫→1శ

(ݔ)݂ = lim
௫→1శ

ට(2ݔ + 6)23
= ට823

= ඨ൬22
൰

33

= 4

در	௫ୀ1	پیوسته
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ܽ + ܾ = 4			(∗) 

(ݔ)݂ = ൞
ට(2ݔ + 6)23

			; ݔ			 > 1

ݔܽ + ܾ									; ݔ			 ≤ 1
→ ݂ ᇱ(ݔ) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 4

3ට2ݔ + 6
3 			 ; ݔ			 > 1

ܽ																		; ݔ			 < 1

 

ା݂
ᇱ ቀ1ቁ = ݂ି ᇱ ቀ1ቁ →

4

3ට2ݔ + 6
3 = ܽ → ܽ =

2
3
	
			(∗)			
ሱ⎯⎯ሮ 	ܾ =

10
3
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2ݕي ) در معادله2,-2ي (مختصات نقطه = ݕ ln(2ݔ − 3) + ي کند. بنابراین شیب خط مماس بر منحنی در نقطهصدق می  ݔ2
  باشد. پس داریم:) برابر با مشتق ضمنی معادله در این نقطه می2,-2(

2ݕ = ݕ ln(2ݔ − 3) + ݔ2 → ᇱݕݕ2 = ᇱݕ ln(2ݔ − 3) + ݕ
ݔ2

2ݔ − 3
+ 2 

ݔحال با جایگذاري  = ݕ،  2 = ᇱݕو  2− =   آوریم:ي فوق شیب خط مماس را به دست میدر رابطه ݉

2 ቀ−2ቁ݉ = ݉ ln(4 − 3) + ቀ−2ቁ ×
4

4− 3
+ 2 → −4݉ = 0− 8+ 2 → −4݉ = −6 → مماس݉ =

3
2
 

  ي شیب خط مماس است، پس داریم:شیب خط قائم، عکس و قرینه

قائم	′݉ =
−1
3
2

=
−2
3

		
⇒ :معادلهي	خط	قائم ݕ + 2 =

−2
3
ቀݔ − 2ቁ → ݕ =

−2
3
ݔ −

2
3
	௫ୀ0	
ሱ⎯ሮ عرض	از	مبدأ	 =

−2
3
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ݔ = ݔدر  ݂است. اگر   ݂ي عطف تابع طول نقطه ߙ =   دهد، داریم:در این نقطه تغییر علامت  ′′݂داراي خط مماس باشد و    ߙ

(ݔ)݂ =
ቀ2− ቁݔ

2

ݔ
→ ݂ ᇱ(ݔ) =

−2 ቀ2− ݔቁݔ − ቀ2− ቁݔ
2

2ݔ =
2ݔ − 4

2ݔ = 1−
4

 2ݔ
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→ ݂ ᇱᇱ(ݔ) = −4൭
−2

3൱ݔ =
8

 3ݔ

݂ ᇱᇱ ݔدر  تنها = ݔدر  ݂دهد، اما تغییر علامت می 0 = ݔتعریف نشده و داراي خط مماس نیست. پس  0 =

  ي عطف است.فاقد نقطه ݂ي عطف منحنی نیست. در نتیجه، تابع طول نقطه 0

  2گزینه  -140

ݔروش اول: با توجه به نمودار خط  = ݔمجانب قائم نمودار است. بنابراین  1 =   باشد:ي مخرج میریشه 1

ݔ + ܾ = 0	
			௫ୀ1			
ሱ⎯⎯⎯ሮ 1 + ܾ = 0 → ܾ = −1 → (ݔ)݂ =

x2 + ܽ
x − 1

 

  کند.. پس داریم:تر از یک قطع میاي بزرگها را در نقطهxاز طرفی منحنی محور 

ݕ = 0 → x2 + ܽ = 0
		௫வ1			
ሱ⎯⎯ሮ ݔ = √−ܽ > 1 → −ܽ > 1 → ܽ < −1 

ܽبنابراین  < ܾ =   باشد.می 1−

  روش دوم: با توجه به نمودار داریم:

:مجانب	قائم ݔ = 1 → 1+ ܾ = 0 → ܾ = −1 

  به علاوه داریم:

lim
௫→1శ

(ݔ)݂ = −∞ → lim
௫→1శ

x2 + ܽ
x − 1

=	
1+ ܽ

0ା
= −∞ → 1+ ܽ < 0 → ܽ < −1 

  1گزینه  -141

ݕ∆
ݔ∆

=
4− 9
3− 2

= −5	, ݂ ᇱ(ݔ) =
−72

3ݔ → ݂ ᇱ ቆට12
3

ቇ =
−72
12

= −6 → ݕ∆
ݔ∆

− ݂ ᇱ ቆට12
3

ቇ = −5− ቀ−6ቁ = 1 
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ᇱݕ = 2 ×
1
4
cos ൭

ߨ
3
+
ݔ
4
൱sin ൭

ߨ
3
+
ݔ
4
൱ 
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ݔ =
ߨ
3
→ ᇱݕ ൭

ߨ
3
൱ = −

1
4
sin ൭

ߨ2
3
+
ݔ
2
൱ = −

1
2
×

1
4
= −

1
8
 

143-   

(ݔ)݂ = ൝
ݔ√ݔ + ݔ − ݔ			1 ≥ 1
ݔ√ݔ − ݔ + ݔ			1 < 1

→ ݂ ᇱ(ݔ) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧3

2√
ݔ + ݔ						1 > 1

3
2√

ݔ − ݔ					1 < 1
 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ା݂
ᇱ ቀ1ቁ =

5
2

݂ି ᇱ ቀ1ቁ =
1
2

→ ା݂
ᇱ ቀ1ቁ + 3݂ି ᇱ ቀ1ቁ =

5
2
+

3
2
= 4 

  4گزینه  -144

ln(2ݔ − (ݕ = 	ටݕ + 1− ݔ →
ݔ2 − ᇱݕ

2ݔ − ݕ
=

ᇱݕ

2ටݕ + 1
− 1

	ቀ2,3ቁ
ሱ⎯ሮ 4− ᇱݕ =

ᇱݕ

4
− 1 → 16 − ᇱݕ4 = ᇱݕ − 4 

ᇱݕ5 = 20 → ᇱݕ = 4 

:خط	مماس ݕ − 3 = 4 ቀݔ − 2ቁ 		௬ୀ௫		
ሱ⎯⎯ሮ ݔ − 3 = ݔ4 − 8 → ݔ3 = 5 → ݔ =

5
3
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(ݔ)݂ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ݔ
ݔ + 1

ݔ					 ≥ 0

ݔ
1− ݔ

ݔ					 < 0
→ ݂ ᇱ(ݔ) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 1

ݔ) + 1)2 ݔ					 > 0

ݔ

(1− 2(ݔ ݔ					 < 0
→ ݂ ᇱᇱ(ݔ) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ −2

ݔ) + 1)2 ݔ					 > 0

2

(1− 2(ݔ ݔ					 < 0
 

ା݂چون 
ᇱ ቀ0ቁ = ି݂و  2− ᇱ ቀ0ቁ = ݔدر  2 = ݔدهد. در نتیجه تغییر علامت می 0 = خواهد بود. ضمنا  ݂ي عطف طول نقطه 0

݂خط مماس نیز در صفر وجود دارد چون  ᇱ ቀ0ቁ = 1   

  1گزینه  -146

ݔهاي با توجه به شکل، مشتق تابع در دو نقطه به طول = ݔو  3 = ݔبرابر صفر و ضمناً  0 =   ي عطف تابع است.طول نقطه 0
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݂ ᇱ(ݔ) = 3ݔ + 2ݔ3ܽ + ݔ2ܾ → ݂ ᇱ ቀ3ቁ = 27 + 27ܽ + 6ܾ = 0 

݂ ᇱᇱ(ݔ) = 2ݔ3 + ݔ6ܽ + 2ܾ → ݂ ᇱᇱ ቀ0ቁ = 2ܾ = 0 → ܾ = 0 → 27 + 27ܽ + 0 = 0 → ܽ = −1 → ܽ + ܾ

= −1 

  4گزینه  -147

,0)ܣي ي خط مماس را از نقطهابتدا معادله α)  با شیب فرضیm نویسیم:می  

ݕ − ߙ = ݔ)݉ − 0) 

  ي مضاعف دارد. پس:ي تلاقی خط مماس با منحنی ریشهدانیم معادلهو می

1
2
2ݔ + 3 = ݔ݉ + ߙ →

1
2
2ݔ ݔ݉− − ߙ + 3 = 0 → 2ݔ − ݔ2݉ − ߙ2 + 6 = 0 

∆ᇱ= 0 → ݉2 + ߙ2 − 6 = 0

دو	خط	عمودند	پس

௠1 .௠2ୀ
௖
௔ୀି1

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ
ߙ2 − 6

1
= −1 → α =

5
2
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ା݂
ᇱ ቀ0ቁ = lim

௫→0శ
(ݔ)݂ − ݂(0)

ݔ − 0
= lim

௫→0శ
ݔ)ݔ + ܽ) − 0

ݔ
= ܽ 

݂ି ᇱ ቀ0ቁ = lim
௫→0శ

(ݔ)݂ − ݂(0)
ݔ − 0

= lim
௫→0శ

ݔ)ݔ− + ܽ) − 0
ݔ

= −ܽ 

݉݉ᇱ = −1 → −ܽ2 = −1 → ܽ2 = 1 → ܽ = ±1 

  

  1گزینه  -149

  :نویسیمي خط مذکور را میي مضاعف دارد. پس ابتدا معادلهي تلاقی آن با منحنی ریشهاگر خطی بر منحنی مماس باشد، معادله

݉஺஻ =
݂ ቀ+1ቁ − ݂ ቀ−1ቁ

1− (−1)
=
ܽ + 3− ܽ + 3

2
=

6
2
= 3 → ݕ − ቀܽ + 3ቁ = 3 ቀݔ − 1ቁ → ݕ = ݔ3 + ܽ 

  دهیم:ي این خط را با منحنی تلاقی میحال معادله

3ݔ + 2ݔܽ + ݔ2 = ݔ3 + ܽ → 3ݔ + 2ݔܽ − ݔ − ܽ = 0 → ݔ)2ݔ + ܽ) − ݔ) + ܽ) = 0 
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ݔ) + ܽ) ቀ2ݔ − 1ቁ = 0ቐ
ݔ = 1			
ݔ = −1
ݔ = −ܽ

			→ ܽ = ܽ			یا		1− = 1 

  1گزینه  -150

ݕبا فرض  = ට50 sin ݔو  ߠ = ට50 cos   داریم: ߠ

ܲ = ݔ3 + ݕ4 = 3 ൬5ට2 cos ൰ߠ + 4(5ට2 sin  (ߠ

max ܲ = ටܽ2 + ܾ2 = ට9 × 50 + 16 × 50 = ට1250 = ට625 × 2 = 25ට2 

  3گزینه  -151

  4گزینه  -152

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
ݔ⎧

3 − ݔ = 0 → ݔ ቀݔ − 1ቁ ቀݔ + 1ቁ = 0 → ݔ = 0, ±1

ᇱݕ = 2ݔ3 − 1 = 0 → ݔ =
±ට3

3
																																				

ݔ = 2																																																																														

 

  توانیم نمودار را رسم کنیم:راه حل دیگر: می

ݕ = ݔ ቀݔ − 1ቁ ቀݔ + 1ቁ = 0

⎩
⎪
⎨

⎪
ݔ⎧ = 0		
ݔ = 1		
ݔ = −1

 

  اند.بحرانی ܨتا  ܣنقاط 
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ᇱݕ =
ݔ4−

2ݔ) + 3)2 → ᇱᇱݕ =
2ݔ)4 + 3)2 − 2 ቀ2ݔቁ ቀ2ݔ + 3ቁ (ݔ4)

2ݔ) + 3)4 =
2ݔ12− + 12

2ݔ) + 3)3  

ᇱᇱݕ > 0 → 2ݔ12− + 12 > 0 → 2ݔ < 1 → −1 < ݔ < 1 → |ݔ| < 1 
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  3گزینه  -154

ݔاولاً  = ܾتنها مجانب قائم است. پس:  0 = 0   

݂ ᇱ(ݔ) =
2ݔܽ − ݔܽ)ݔ2 + 3)

2(2ݔ)  

݂ثانیاً:  ᇱ ቀ3ቁ =   پس: 0

ݔ = 3 → 9ܽ − 2 ቀ3ቁ ቀ3ܽ + 3ቁ = 0	 → −9ܽ − 18 = 0 → ܽ = −2 → (ܽ, ܾ) = (−2,0) 

  1گزینه  -155

,ߙ)ܶتوان مختصات آن را به صورت ي تماس خط و منحنی روي منحنی قرار دارد، لذا میچون نقطه 2ߙ − در نظر گرفت. از  (1
݂طرفی چون  ᇱ(ݔ) = ݉برابر است با  Tي ، شیب خط مماس بر نمودار در نقطهݔ2 = بر منحنی ي خط مماس . پس معادله ߙ2

  به صورت زیر است: Tي هدر نقط

ݕ − ்ݕ = ݔ)݉ − (்ݔ → ݕ − ቀ2ߙ − 1ቁ = ݔ)ߙ2 −  (ߙ

  ) هم بگذرد. پس:0,-2ي (از طرف دیگر، این خط باید از نقطه

−2− ቀ2ߙ − 1ቁ = ߙ2 ቀ0− ቁߙ → −2− 4ߙ + 1 = 2ߙ2− → 2ߙ = 1

→ ቐ
ߙ = 1			 → 			ܶ ቀ1,0ቁ
ߙ = −1	 → ܶ ቀ−1,0ቁ

			 

  ) باشند، برابر است با:0,-2) و (-0,1)، (0,1بنابراین مساحت مثلثی که سه رأس آن (

ܵ =
1
2
ቀ2ቁ ቀ2ቁ = 2 

  3گزینه  -156

݈݉݅مینیمم دارد، ܿ ي در نقطه݂ چنین چون مشتق راست دارد، پس از راست پیوسته است. همܿ ي در نقطه݂ چون تابع 
௫→௖శ

(ݔ)݂ ≥

  . بنابراین داریم: (ܿ)݂

ା݂
ᇱ(ܿ) = ݈݅݉

௫→௖శ

(ݔ)݂ − ݂(ܿ)
ݔ − ܿ

≥ 0  علامت	مشتق	راست	همواره	نامنفی	است.→

  3گزینه  -157
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−و  1هاي چون نقاط به طول
1
ݕبر منحنی  2 =

1

௫2  ݔواقع هستند، لذا با قرار دادن = ݔو  1 = −
1
ي تابع، مختصات در ضابطه 2

−)ܤو  (1,1)ܣاین نقاط به صورت 
1
2 ,   برابر است با: Bو  Aي آیند. شیب خط گذرا از دو نقطهبه دست می (4

݉ =
4− 1

−
1
2− 1

=
3

−
3
2

= −2 

ݔي تماس فرض کنید طول نقطه = برابر  Bو  Aي ي تماس شیب خط مماس باید با شیب خط گذرا از دو نقطهباشد. در نقطه ߙ
  باشد. لذا داریم:

ݕ =
1

2ݔ → (ߙ)ᇱݕ = −
2

3ߙ = −2 → 3ߙ = 1 → α = 1 

ݔي مماس بنابراین طول نقطه =   باشد.می 1

  3گزینه  -158

ݕاگر  = از طرفین نسبت به  yو  xهاي تغییر ي بین آهنگوابسته باشند، براي بررسی رابطه tهر دو به متغیر  yو  xباشد و  (ݔ)݂

t ݕگیریم؛ یعنی مشتق می୲ᇱ = ݂ ᇱ(ݔ)ݔ௧ᇱ ݔ)ܯي ي نقطهدانیم فاصلهچنین می. هم, ܦاز مبدأ برابر است با  (ݕ = ට2ݔ + . 2ݕ

ݕکه با توجه به این =   داریم: 2ݔ

2ܦ = 2ݔ + 2ݕ → ܦ = ඨ2ݔ + ቀ2ݔቁ
2
→ ܦ = ට2ݔ + 4ݔ گیریممی از	طرفین	نسبت	به	௧	مشتق	

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ௧ᇱܦ =
ݔ2 + 3ݔ4

ට2ݔ + 4ݔ
.  ௧ᇱݔ

=
+1)ݔ2 (2ݔ2

2|x|ට1+ 2ݔ
. ௧ᇱݔ

		௫೟ᇲୀ0/05			,			௫ୀ
12
5

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ௧ᇱܦ =

1+ 2(
12
5 )

2

ඨ1+ (
12
5 )

2

×
5

100
=

1+
288
25

ඨ
169
25

×
5

100
=

313
1300

~0/24 

  است. 24/0از مبدأ مختصات تقریبا  Mبنابراین سرعت دور شدن 

  

  

  1گزینه  -159
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(ݔ)݂ = 4ݔ − 2ݔ6 + ݔ8 → ݂ ᇱ(ݔ) = 3ݔ4 − ݔ12 + 8
௙ᇲ(௫)ୀ0
ሱ⎯⎯⎯ሮ 	4 ቀ3ݔ − ݔ3 + 2ቁ = 0 

جمع	ضرایب	صفر	است
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ	ቀݔ − 1ቁ ቀ2ݔ + ݔ − 2ቁ = 0 		

⇒ ቀݔ − 1ቁ
2
ቀݔ + 2ቁ = 0 

ݔ = ݂)ي مضاعف تابع مشتق ریشه 1 ᇱ(ݔ))  ݔبوده و لذا = ݔي عطف دارد و تابع نقطه 1 = ي مشتق بوده و ي سادهریشه 2−
  از آزمون اول مشتق داریم:

ݔ                                                          =   ي مینیمم نسبی است.طول نقطه 2−

  بنابراین این تابع تنها یک مینیمم نسبی دارد.
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(ݔ)݂که روش اول: با توجه به این =
ට1ା௫2

௫
  پذیر است و داریم:در تمام نقاط دامنه مشتق (ݔ)݂، لذا 

݂ ᇱ(ݔ) = −
1

2ݔ ቆට1+ 2ቇݔ +
ݔ

+ට1ݔ 2ݔ
→ ݂ ᇱ(ݔ) = −

ට1+ 2ݔ

2ݔ +
1

ට1+ 2ݔ
=
−(1+ (2ݔ + 2ݔ

+2ට1ݔ 2ݔ

= −
1

+2ට1ݔ 2ݔ
 

ݔباشد، بنابراین به ازاي تمام چون مشتق همواره مقداري منفی می ∈   ي بحرانی ندارد.هیچ نقطه (ݔ)݂، ௙ܦ

௙ܦتابعی فرد است ( (ݔ)݂روش دوم:  = ܴ − ቄ0ቅ , (ݔ−)݂ = ). لذا براي یافتن نقاط بحرانی، کافی است نقاط بحرانی (ݔ)݂−
ݔرا براي  > ݔیا  0 < ,ߙ)ܣبیابیم. به خاطر فرد بودن تابع هر نقطه به صورت  0 ي ي بحرانی باشد، نقطهکه نقطه ((ߙ)݂

,ߙ−)ᇱܣ ݔشود. به ازاي ي بحرانی مینیز نقطه ((ߙ−)݂ >   داریم: 0

(ݔ)݂ =
ට1+ 2ݔ

ݔ
= ඩ

1+ 2ݔ

2ݔ = ඨ
1

2ݔ + 1 → ݂ ᇱ(ݔ) =
−

2
3ݔ

2ඨ
1
2ݔ + 1

=
−1

3ඨݔ
1
2ݔ + 1

 

ݔبه ازاي هیچ  > 0  ،݂ ᇱ(ݔ) ݔاي با شرط چنین نقطهشود. همبرابر با صفر نمی > ݂وجود ندارد که  0 ᇱ(ݔ)  در آن وجود نداشته
ݔباشد. بنابراین تابع براي  > ݔو در نتیجه به خاطر فرد بودن تابع، براي  0 < ي بحرانی ندارد. لذا این تابع در کل نیز هیچ نقطه 0

  ي بحرانی ندارد.ي تعریف خود هیچ نقطهدامنه

  3گزینه  -161 



 09113137396دبیر: علی نیا                    دبیر ریاضی فریدونکنار                         شماره تماس: 

٨٤ 
  www.riazisara.ir                                                                                          را س یضیار تیسا زا دولناد

(ݔ)݂ = 2ݔ + 2ට2 cos ݔ → ݂ ᇱ(ݔ) = ݔ2 − 2ට2 sin ݔ → ݂ ᇱᇱ(ݔ) = 2− 2ට2 cos  ݔ

݂ ᇱᇱ(ݔ) = 0 → cos ݔ =
ට2

2
= cos

ߨ
4
		௫∈[0,2గ]
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ݔ =

ߨ
4
	 , ݔ =

ߨ7
4

 

 

ݔ ∈ (
ߨ
4
,
ߨ7
4
) 
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ݔوقتی  → ݕمنحنی داراي مجانب افقی  ∞ = ݔباشد و براي می 2 → منحنی داراي مجانب مایلی به صورت خط گذرنده ار  ∞−
,0)ܤو   (1,0−)ܣنقاط    داریم: ݂هاي تابع باشد. براي یافتن مجانبمی (2−

௙	تابع	مجانبهاي	معادلهي

ට௫2ା௕௫ା5~อ௫ା௕
2
อ

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݕ	 = ݔܽ + อݔ +
ܾ
2
อ

⎩
⎪
⎨

⎪
ݔ⎧ → ݕ:∞+ = ቀܽ + 1ቁ ݔ + ܾ

2
			(∗)

ݔ → −∞: ݕ = ቀܽ − 1ቁ ݔ − ܾ
2
										

 

ݔچون وقتی   → ݕي (*) و خط مجانب افقی د. از مقایسهشو، خط مجانب، افقی می ∞ = ܽیابیم باید در می 2 = ܾو  1− = 4 
,ܽ)باشد. بنابراین دوتایی مرتب    شود.) می-4,1به صورت ( (ܾ

ي این خط نیز نبود و بدون دانستن معادله Bو  Aي دو نقطهي خط گذرنده از تذکر: دقت کنید در حل این تست نیازي به محاسبه
  به دست آمدند. ܾو  ܽ

 

 

  

  


