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کارشناس ارشد ریاضی حبیب هاشمی کنکوری تمام مباحث ریاضی تالیف  اتجزو ت تهیهجه

 دبیر رسمی آموزش وپرورش ؛هیجده سال سابقه تدریس دربرگزاری کلاس های کنکور کاربردی با

بگیرید و یا به آیدی تلگرام تماس 09120918701با شماره  و مدرس دانشگاه تهران 4منطقه 

@habib_hashemi  دهیدپیام. 

 eshgheriazikonkour@تلگرامی کانال در هاشمی حبیب تالیف ریاضیات مباحث تمام کنکوری جزوه

 تدریس  خصوصی و مبحثی ریاضیات

 متوسطه  

 و

 تضمینی کنکور 

تهران  و کرج
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 مقدمه

نگیار     رشته ریاضیی و فززیی   یازدهم پایه  2هندسه کتاب درسی اول فصل جزوه حاضر که براساس مطالب 

 است، دارای ویژگی های زیر است: شده

 باز کردن مفاهزمی که در کتاب درسی به علت محدودیت حجم، به آن کمتر پرداخته شده است. -1

 مطالب به صورت ساده و روان و به زبان دانش آموز  ارائه شده است. -2

الات مطیر  شیده در   مطالب و نکات، به گونه ایی است که خلأ بزن مطالب ارائه شده در کتب درسی و سی   -3

 کند.کنکورهای سراسری را پر 

تر از کتاب درسیی، بیه مطالیب پرداختیه شیده و  بیه همیزن من یور از         تر و جامعدر این کتاب با نگاهی عمزق -4

 ها و مسائل حل شده متنوعی بهره گرفته ایم.مثال

 ایجاد تعادل نسبی بزن مهارت های محاسبات صوری و درک مفهومی. -5

 اده از مسائل باز پاسخ.استف -6

 توجه به دانش قبلی دانش آموزان.-7

 ایجاد اتصال و ارتباط بزن جنبه های متفاوت ی  مفهوم و نزز بزن ی  مفهوم و دیگر مفاهزم کتاب. -8

در پایان امزدواریم که مطالعه ی دقزق این کتاب و بهره گزری از رهنمودهای دبزران فرهزخته و گران قدر بتوانید  

ت تحصزلی شما خوبان را تضمزن و تثبزت نماید. ارائه ی ن یرات شیما دانیش پژوهیان، دبزیران فرهزختیه و       موفقز

 گران قدر، موجب سپاس و امتنان است.

 حبزب هاشمی
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 درس اول : مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره

   rو شعاع   oبه مرکز عدد حقزقی مثبت باشد. دایره     rنقطه ثابت و     oفرض کنزمتعریف دایره: 

 باشد.   rبرابر     oمجموعه نقطه هایی از صفحه است که فاصله ی آن ها از نقطه 

 

 نمایش می دهزم.  C(o,r)را به صورت     rو شعاع    oبه مرکز   Cدایره  توجه :

 دو دایره با شعاع های مساوی با هم برابرند. نکته :

 اوضاع نسبی نقطه و دایره 

 است. فاصلة آن تا مرکز دایره، کم تر از شعاع دایرهباشد،  C(o,r)درون دایره   Aطه آ( اگر نق

  

 است فاصله آن تا مرکز دایره برابر شعاع دایرهباشد،  C(O,r)روی دایرة  Aب(اگر نقطه                       

 

    دایره است تا مرکز دایره بزش تر از شعاع. فاصله آن باشد C(O,r)بزرون دایره  Aاگر نقطه ( پ                     
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 مماس بر دایره و خط متقاطع با دایره  خط

اگر خط و دایره فقط در ی  نقطه مشترک باشند، می گویزم خط بر دایره  :خط مماس بر دایره

 مماس است.

 ( مماس است.Cبر دایره ) Aدر نقطه  dدر شکل مقابل خط  

 

و دایره در دو نقطه مشترک باشند، می گویزم خط و دایره متقاطع  اگر خط خط متقاطع با دایره:

 اند .

ا نسبت قطع کرده است. در این حالت خط ر Bو  A( را در دو نقطه Cدایره ) dشکل مقابل، خط  در 

 امزم.به دایره قاطع می ن
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 فاصله یک نقطه از یک خط 

اصله آن نقطه تا پای عمود، کوتاه ترین خارج ی  خط، عمودی بر آن رسم کنزم، فاگر از ی  نقطه 

 و نقاط خط می باشد.  Aفاصله بزن نقطه 

( و به آن فاصله نقطه AB>AHاست ) dتا نقاط خط  Aین فاصه نقطه رکوتاه ت AHدر شکل مقابل، 

A  تا خطd  گفته می شود. اگرA  روی خط d  باشد، فاصلهA  تا خطd .صفر است 

 

 ه اوضاع نسبی یک خط و یک دایر

 زیر هستند:سه وضعیت ی  خط و ی  دایره در صفحه دارای 

  است، اگر و تنها اگر فاصله مرکز دایره تا خط برابر شعاع دایره باشد خط بر دایره مماسالف( 

O H R   خطd  و دایره(C) .مماس است 

 

 تا خط کم تر از شعاع دایره باشد. اگر و تنها گر فاصله مرکز دایره.دایره متقاطع استخط با ب( 

O H R   خطd  و دایره(C) .متقاطع اند 



 
 eshgheriazikonkour 09120918701@ حبیب هاشمی

 

8 

 

. اگر و تنها اگر فاصله مرکز دایره تا خط ، بزرگتر از شعاع دایره خط و دایره نقطه اشتراکی ندارند پ( 

 باشد.

 O H R   خطd  و دایره(C) دارند.نقطه اشتراکی ن 
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 خاصیت مهم خط مماس 

بر هم  Aو خط مماس بر دایره در نقطه ی  OAنقطه ای روی دایره باشد شعاع  Aاگر  -1خاصزت 

 عمودند 

(d O A )  

را بر خط  OHعمود  Oمماس باشد. از نقطه  C(O,R)بر دایره  Aدر نقطه  dفرض کنزم خط  اثبات:

d م.رسم می کنز 

و دایره  d( متقاطع نزستند که با فرض مماس بودن خط Cو دایره ) dباشد، خط  OH>Rالف( اگر 

(C.تناقض دارد ) 

( در دو نقطه متقاطع می شوند که با فرض مماس بودن آن Cو دایره ) dباشد، خط  OH<Rب( اگر 

 ها تناقض دارد.

نزز هست  dروی خط  Hرد و چون ( قرار داCروی دایره ) Hباشد در این صورت  OH = Rپ( اگر 

عمود  d  بر خط OAاست. بنابراین  Aهمان  Hپس به جهت مماس بودن خط و دایره نتزجه می شود: 

 است.
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 ( 1بر دایره )به کمک خاصیت Aچگونگی رسم خط مماس بر دایره در نقطه ی 

رسم می کنزم  OAرا عمود بر  dخط  Aوصل می کنزم . سپس در نقطه  Aمرکز دایره را به نقطه  

 ( مماس است.Cبر دایره ) Aدر نقطه  dخط 

 

اگر خطی در انتهای شعاعی از دایره بر آن شعاع عمود باشد، آن گاه این خط بر دایره  : 2یت خاص

 مماس است.

 

 

 بر دایره مماس است. dعمود است باید ثابت کنزم خط  OHبر شعاع  Hدر نقطه ی  dراه حل: در شکل روبه رو خط 

 مشترک اند. Hفقط در نقطه ی  C (O,R)و دایره ی  dرای این کار کافی است ثابت کنزم خط ب

وتر آن است.  OAقائم الزاویه است و  OAHباشد. چون مثلث  dو روی خط  Hنقطه ای غزر از  aفرض کنزد نقطه ی

مشترک  Hی  نقطه ی و دایره فقط در  dخارج داریه است. در نتزجه خط  A. بنابراین  R<Oیعنی  OH< OAپس 

 بر دایره مماس است. dهستند و این نتزجه می دهد که خط 

خط بر شعاع نقطه تماس عمود در صفحه ی  خط و دایره بر هم مماس اند اگر و تنها اگر این  :2و  1ت خاصیه تیجن

 باشد.
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 تعاریف و مفاهیم اولیه 

 گر آن نقطه ای روی دایره است.پاره خطی که ی  سر آن مرکز دایره و سر دی شعاع دایره:الف( 

 

پاره خطی که دو نقطة متمایز از دایره را به هم وصل می کند. به عبارت دیگر پاره : وتر دایرهب( 

 خطی که دو سر آن روی دایره باشد.

 

 

 وتری از دایره که از مرکز دایره می گذارد. قطر دایره:پ( 

 

 دایره واقع است.زاویه ای که رأس آن بر مرکز  زاویه مرکزی:ت( 
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 زاویه ای است که راس آن روی دایره و اضلاع آن دو وتر از دایره باشند.زاویه محاطی: ث( 

 

Aواقع بر ی  دایره دو کمان  Bو  Aدو نقطه  کمان:ج(  B  را روی آن دایره مشخص می کند. در این حالت برای مشخص

Aای اختزاری واقع بر هر ی  از دو کمان استفاده می شود. مانند کمان های  کردن هر ی  از آنها از نقطه E B وA F B  در

Aشکل مقابل. معمولا من ور از  B .کمان کوچکتر است 

 

ایره جدا می شود به آن کمان، کمان هر ی  از زاویه های مرکزی ی  کمان از د اندازه کمان :چ( 

اندازه کمان ن زر هر زاویه مرکزی، همان اندازه زاوایه مقابل به  ن زر آن زاویه مرکزی گفته می شود.

 آن کمان تعریف می شود که واحد آن درجه است.
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به  . برای درک این مطلباشتباه گرفت طول آن بارا  اندازه ی ی  کماننباید دقت کنزد که  تذکر:

 شکل رو به رو نگاه کنزد.

 

، ABدر این شکل سه دایره ی هم مرکز رسم کرده ایم. با توجه به مطلب بالا، اندازه ی کمان ها  

1B1A  2وB2A  برابرند. یعنی 

xO y A B A B A B  1 1 2 2 

 اما طول این کمان ها با هم برابر نزستند.

Aطول کمال B 2 Aن طول کما 2 B 1  ABطول کمان  1
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 خواص وترهای مساوی در دایره 

( در ی  دایره )با دو دایره به شعاع های مساوی( دو وتر برابرند اگر و تنها اگر کمان های ن زر آن ها  1

 برابر باشند.

A B C D A B C D   

 راه حل اثبات دو بخش دارد.

Aو ثابت می کنزم  AB=CDمی کنزم  فرض بخش اول B C D  شکل را ببزنزد( از مرکز دایره به دو سر وترهای(AB 

 وصل می کنزم.  CDو 

 به حالت تساوی سه ضلع هم نهشت اند: OCDو  OABدو مثلث 















CDAB

RODOB

ROCOA

   A B C D 21  در نتزجه  OO ˆˆ   بنابراین 

A فرض می کنزم بخش دوم B C D  و ثابت می کنزمCDAB  

21با هم بابرند ،پس زاویه های مرکزی رو به رو با آن ها با هم برابرند، یعنی  CDو  ABچون دو کمان  OO ˆˆ  

 وی دو ضلع و زاویه بزن آن ها با هم همنشت اند:به حالت تسا OCDو  OABاکنون دو مثلث 















RODOB

ROCOA

OO 21
ˆˆ

 

CDABو در نتزجه   
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 چگونه نصف شدن وتر به وسیله قطر دایره 

  های ن زر آن وتر را نصف می کند. در هر دایره قطر عمود بر هر وتر آن وتر و کمان – 1

   

,
A D B D

A H B H

A C B C

 
  



 ABعمود بر وتر  CDقطر  

Cفرض :  D A B : حکمA D B D   ، AH=BH 

 

O A O B R

H H

O H O H

1 2 9 0                           O A H O B H

 

   

ˆ ˆ

A H B H

O O A D B D




  1 2

  

 

 

 

 ضلع قائمه وتر و یک 
 اجزای نظیر

زاویه مرکزی   

 مرکزی 
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 را بدست آورید. ABباشد طول وتر  6برابر  ABداده شده است اگر فاصله مرکز دایره از وتر  C(O, 10)دایره  مثال:

 

 از رابطه فزثاغورس استفاده می کنزم. AHBپاسخ: در مثلث 

O A O H A H A H A H A H

A B A H

        

 

2 2 2 2 2 2 21 0 6 6 4 8

2 1 6
 

Aو C(O.R)در دایره مسئله : B   (17ص  7دست آورید. )تمرین  را به ABاز وتر Oفاصله  AB=  10و 60

 

درجه دارد. و برای پزدا کردن فاصله ی وتر از مرکز  60 زاویه 3متساوی الاضلاع است چون  OABمی دانزم که مثلث 

را نصف می  را به دست آوریم ، قطر عمود بر وتر و وتر OHبر وتر عمود کنزم سپس طول پاره خط  Oباید نقطه ی 

 داریم: OAHپس در مثلث قائم الزاویه  AH=  5کند بنابراین 

3575

75510
2222223





OH

OHOHOHAHOHOA
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در هر دایره اگر قطری از آن ی  وتر را نصف کند. آن گاه بر آن وتر عمود است و کمان های ( 2

 ن زر وتر را نصف می کند.

  AH=BHفرض: 

AB ,C͡: حکم D A B A D B D  

 
 

 

 

( در هر دایره قطری از دایره که ی  سر آن وسط کمان ن زر ی  وتر باشد بر آن وتر عمود است و 3

 آن را نصف می کند.

A D B D A,  یا C B C C D A B A H B H     

A فرض: D B D   : حکمBHAHوABCD  
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D B D   ˆ ˆ

O A O B R

O O

O H O H

  


 






1 2  O A H O B H

 

    

H H

A H B H

  




1 2 90
 

 عمود منصف وتر دایره از مرکز دایره می گذرد. نتیجه:

را  ABر عمود بر وتر زم،چگونه می توانزم قطشرا داشته با ABو کمان  ABاگر نقاط وسط وتر  مثال:

 رسم کنزم؟

 

بنامزم کافی است این دو نقطه را به هم وصل کنزم و از سمت  Hو وسط وتر را  Mن را اگر وسط کما

H  امتداد دهزم تا دایره را در نقطهN  قطع کند باMN .قطر عمود بر این وتر است 

 

 

 

 

 

 

 

 اجزای نظیر  ض ز ض   زاویه مرکزی
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 فاصله ی دو وتر مساوی از مرکز دایره:

ر و تنها اگر فاصله مرکز دایره از آن وتر برابرند، اگ وا دو دایره با شعاع های مساوی( دیدر ی  دایره )

 .ها برابر باشد

'AB C D O H O H   

 شکل را ببزنزد()و بر عکس  ’OH =OHمی خواهزم ثابت کنزم  AB =CDراه حل: فرض می کنزم 

 

رسم می کنزم. در  CDو  ABرا به ترتزب بر وترهای  ’OHو  OHمرکز دایره، عمودهای  Oاز نقطه ی 

 بنابر قضزه ی فزثاغورس. ’OCHو  OAHالزاویه ی  دو مثلث قائم

222222
'', CHOHOCAHOHOA   

 یعنی 

4242

2
22

2
22 CD

OHR
CD

CH
AB

OHR
AB

AH  ',',  

 پس  AB = CDچون 

2
2

2
2

22

44
'OH

CD
R

AB
ROH   

 در نتزجه 

OH=OH’ 

 با عمل بازگشتی می توان عکس این مطلب را ثابت کرد.
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 خواص وترهای نامساوی در دایره:

است  نزدیکترمرکز دایره به ر نامساوی باشند آن گاه وتری که بزرگ تر است در ی  دایره اگر دو وت

 و بالعکس.

از  Oفاصله  ’OHو  OH<OH’ (OHاگر و تنها اگر  C(O,R)  - AB > CDدر دایره ت دیگربه عبار

 (18صفحه  8هستند( )تمرین  CDو  ABدو وتر 

 

 وصل می کنزم  Cو  Bبه  Oحل( از 

 دایره عمودی بر وتر رسم کنزم آن وتر را نصف می کند. می دانزم اگر از مرکز 

 ’OH< OH :حکم AB> CD : فرض
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  221

222

222

22

90

90

1
22

''

''':'

:

)(',,

CHBHCHBH
CDAB

CDAB

OHRCHHHCO

OHRBHHHBO

CD
CH

AB
BHROCOB













 

 

'
' ' '

'

O H

O H
R O H R O H O H O H O H O H

O H O H

 


             



1 02 2 2 2 2 2 2 2

0

 

 AB >CD : حکم  ’OH < OH : فرض

2222

222

222

90

22

''

''':'

,

CHRBHROHOH

CHROHHHCO

BHROHHBO

CDCHABBHROCOB













 

   

'
' ' '

B H

C H
B H C H B H C H B H C H A B C D

  


              

1 102 2 2 2

0
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 زاویه محاطی و اندازه آن

ای است که رأس آن روی دایره و اضلاع آن شامل دو وتر از دایره باشند. زاویه  زاویه محاطی:

 را نشان می دهد.. BACشکل زیر زاویه محاطی 

 

  اندازه زایه محاطی :

اندازه هر زاویه محاطی برابر با نصف اندازه کمان روبه رو آن است یعنی در هر سه حالت زیر داریم: 

ˆ
B C

A 
2

 

 

 باشدری ازدایره وت  ضلع زاویه محاطی ی اول:حالت 

 

 دو ضلع زاویه محاطی در دو طرف مرکز قرار باشند. حالت دوم:
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 طرف مرکز باشند. ی دو ضلع زاویه محاطی در  حالت سوم:

 

 اثبات: این قضزه را در سه حالت اثبات می کنزم: 

 ی  ضلع زاویه محاطی، قطری از دایره باشد. حالت اول:

 

ایجاد شود. یعنی زاویه محاور  OAB(OB = OA)وصل می کنزم تا مثلث متساوی الساقزن  Bبه  O از

BAساق با هم برابرند  ˆˆ :بنابراین 

 مقابلش برابر است یعنی  با کمانزاویه مرکزی است، و هر زاویه مرکزی Ôاز طرفی 

 Ô B C1 2  

                ( داریم2( و )1طبق )
B C

A 
2

  

 مجاور  برابر است.غزر یادآوری: هر زاویه خارجی با مجموع دو زاویه داخلی
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 دو ضلع زاویه محاطی در دو طرف مرکز دایره باشد. حالت دوم:

 الت اول داریم:می گذرد، با توجه به ح Aابتدا مطابق شکل قطری از دایره را که از رأس 

 

B D
A

D C
A













1

2

2

2

         

ˆ

ˆ

B C
A

B D D C B C
A A A



    1 2

2

2 2 2
 

 دو ضلع زاویه محاطی در ی  طرف مرکز دایره واقع شده باشند. حالت سوم:

 را رسم می کنزم طبق حالت اول داریم: ADقطر 

 

 ع طرفینجم
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B D
A

D C
A













1

2

2

 

ˆ

ˆ

B C
A

B D D C B C
A A A



    

2

1 2

2

2 2 2
 

 :نتزجه

 یه های  محاطی روبه روی ی  کمان، با هم برابرند.و(در هر دایره اندازی زا1

با هم برابر است. چون همگی مقابل به ی  کمان   Pو  N , Mدر شکل رو به رو اندازه ی زاویه های 

 هستند.

 

ˆ ˆM N P A B  
1

2
 

درجه  90ایره، دیاره را به دو کمان است. چون قطر د 90°( زاویه ی محاطی رو به رو به قطر دایره 2

 تقسزم می کند.

 قطر دایره باشد، آن گاه  BCبه عبارت دیگر در شکل رو به رو اگر 

 

B C
B A C


   

180
90

2 2
 

 طرفینتفاضل 
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 را به دست آورید. Aدر دایره ی شکل مقابل، اندازه ی زاویه مثال:

 

است. از این مطلب استفاده کرده و اندازه درجه  360راه حل: دایره در ححالت کلی کمان با اندازه ی 

 را به دست آوریم. BCی کمان 

A B A C B C B C B C             360 110 120 360 130  

 از طرفی می دانزم اندازه ی ی  زاویه ی محاطی نصف کمان مقابلش است، پس

ˆ
B C

A


   
130

65
2 2

 

 را محاسبه کنزد. yو  Xدر شکل مقابل 
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 802
2

4
403609360432 x

x
yxxxxx ,  

 چند درجه است؟ αاست. مقدار  CD = BCقطر و  ABدر دایره مقابل  تست:

1 )50  2 )65  3 )60  4 )55 

 

 پاسخ:

زاویه محاطی ˆ
B A D A D

B C D A D
 

          
180

100 200 180 20
2 2

 

C D B C
A D C D B C C D C D

 
             

160
180 20 2 180 80

2
 

 زاویه محاطی
A D C A D C D


   

     
20 80

50
2 2 2

 گزینه )1( درست است
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 زاویه ظلی و اندازه آن 

و ضلع  د یکی از اضلاع آن وتری از دایرهمی باشویه ای است که راس آن روی دایره زازاویه ظلی: 

 دیگر  مماس بر دایره است.

Bمانند   A C :در شکل مقابل 

 

 

قضزه: اندازه هر زاویه ظلی، برابر نصف کمان رو به روی آن است. یعنی در شکل مقابل: 

ˆ
A B

C A B 
2

 

 

BAC     اثبات رو  اول: 



 زاویه ظلی است: فرض 

        ˆ
A B

C A B 
2

 : حکم

 را رسم می کنزم. ADقطر 
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ˆزاویه  محاطی مقابل به قطر است. در نتزجه  Bوصل می کنزم.  Bبه  Dسپس از 
A D

B   90
2

 

 بنابر این: 

 

 190  BADBDA ˆˆ  

 290  CABBAD ˆˆ  

 ( داریم:2( و )1از ) عمود است: پس (OA)چون خط مماس در نقطه تماس بر شعاع دایره 

ˆ ˆ

ˆ

ˆ

B A C A D B
A B

B A C
A B

A D B



 

 


2
2

 

 اثبات به رو  دوم 

 داریم: Aاگر زاویه ظلی حاده باشد با رسم قطر گذرنده از حالت اول (

 

 اس عمود است شعاع دایره در نقطه تماس بر خط مم
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ˆ ˆ

ˆ

D A C D A C A B D

D A C A A D B D A A B

A B D


    

 
       

 




1 2

1

1
9 0

1 12

2 21

2

 داریم: A( اگر زاویه ظلی منفرجه باشد با رسم قطر گذرنده از حالت دوم

 

 
ˆ

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ
A

A D B

D A C D A C A D

D A C A A D B D A A D B

A B D


   


     




1

1

1
9 0

1 12

1 2 2

2

 

برابر  ATBاگر اندازه زاویه ظلی مثال:  62  و اندازه کمانA T  برابر  323  ،باشد

 را به دست آورید. ATBو اندازه زاویه  αمقدار 

 

ˆ  پاسخ: چون اندازه هر زاویه ظلی برابر با نصف کمان 
A T

A T B 
2

 

 مقابل است ، داریم: 


   


        

3 33
2 6 4 12 3 33 45

2
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طبق فرض   ˆ ,A T B A T 
 

   2 6 3 3 3 

3بنابراین  3 3
2 6 4 1 2 3 3 3 4 5

2


   


         

   846452BTA ˆ  

Aو Cمماس بر دایره در نقطه  CT . AB = ACدر شکل رو به رو  :مثال C  است اندازه زاویه 140

BCT  .را بزابزد 

 

 را به دست آوریم. BCکافی است اندازه کمال  BCTحل : برای بدست آوردن زاویه 

طبق فرض A C
A B A C A B A C A B A C

 
       

140 14  

 B C A B A C       360 360 280  

ˆ )ظلی( 
B C

B C T


   
80

40
2 2

 

 ثابت کنزد کمان های محصور بزن دو وتر موازی از ی  دایره برابرند مسئله:

 

 می خواهزم ثابت کنزم. AB||CD بالاراه حل: در شکل 
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A C B D  

 پس: مورب است ADو  AD||CDرا رسم می کنزم چون  ADوتر 

    BADCDA ˆˆ  

 در نتزجه:  

A C B D
1 1

2 2
 

Aپس C B D 

با هم  BD , ACعکس مسئله ی بالا لزوما درست نزست یعنی در شکل رو به رو دو کمان  تذکر:

 موازی نزستند. CD , ABبرابرند اما وترهای 

 

 موازی اند. BDو  ACز دایره است و وترهای قطری ا ABدر شکل زیر  له :مسئ

 (17صفحه  5)تمرین  AC = BDثابت کنزد 

 

قطر دایره است، پس  ABراه حل : چون  A C B C B D A D    1 8 0 1 

 از طرف دیگر کمان های محصور بزن دو وتر موازی مساوی اند، پس 
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 B C A D 2  

A( نتزجه می گزریم 2( و )1با کم کردن تساوی های ) C B D می دانزم وترهای ن زر کمان های

 AD = BDبرابر در ی  دایره با هم مساوی اند پس 

ثابت کنزد که کمان های محصور بزن ی  مماس و وتر موازی در ی  دایره با هم مسئله :

 (17صفحه  1)تمرین برابرند

 

Mزی بنا بر قضزه خطوط موابالا  در شکل  A C B C A 

M A C A C B

M A C A C

A C A B A C A B

A C B A B







      




1

1 12

1 2 2

2

 

 زاویه بین دو وتر در دایره 

 متقاطع باشند ، آن گاه  Mدر نقطه  CDو  AB( اگر مطابق شکل دو وتر 1

ˆ ˆ
A D B C

A M D B M C


 
2

 

 

 اثبات:
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 CD   , AB دو وتر متقاطع از دایره : فرض 

ˆ : حکم 
A D B C

A M D



2

 

 قطع کند. Eرسم می کنزم تا دایره را در نقطه  ABوازی با وتر مخطی  Cاز نقطه 

 

DCE ˆی  زاویه محاطی است. بنابراین  ˆ
E D E A A D

E C D


 
2 2

 

 قبلا ثابت کردیم که کمان های محصور بزن دو وتر موازی برابرند یعنی:

A B E C A E B C   در نتزجه 

ˆ ˆ
B C A D B C A D

E C D A M D
 

  
2 2

 

 را در شکل مقابل به دست آورید. xمقدار  مثال:

 

 پاسخ

   ˆˆ C M A
x xA C B D A C B D

C M A

x x

 
     

       

        

90 2 1 2 4
9 0

2 2 2

9 0 5 5 1 8 0 3 5
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 را بدست آورید. CDاندازه کمان  CD||ABمرکز نزم دایره است و  Oدر شکل  مسئله : 

 

 



 503150

2
75 xx

xxx
 

C D x C D         180 2 180 100 80  

 

 کدام است؟ xشکل مقابل مقدار در تست :

1)95         2)100        3)105       4)110 

 

 پاسخ: 

ˆ
B D

A B D      2 30 60
2

 

ˆ زاویه محاطی
A C

B A C      2 45 90
2

 



 
 eshgheriazikonkour 09120918701@ حبیب هاشمی

 

36 

A D B C A C B D A D B C A D B C                360 90 60 360 210
 

A D B C
x

 
    

210
105

2 2
 گزینه )3( درست است.

 است؟کدام  xتست : در شکل مقابل مقدار 

1)200         2)220         3)230          4)240 

 

 پاسخ: از نماد گذاری شکل رو به رو استفاده می کنزم. 

 

  توجه کنزد که  1651501801M̂ 

ˆاز طرف دیگر
A C B D

M


1
2

 

   در نتزجه: 
2

2165

x
x 

 

 ( درست است.2نه )بنابر این گزی x=  220°بنابر این 
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عمود است. اگر  ABبر وتر  Mدر نقطه  CDدر شکل مقابل قطر  مثال: A C x 2  و

B C y   آن گاهX  وy  .رامحاسبه کنزد 

 

 حل

   
ˆ

'

x xA C B D
M

x x

y B C

   
   

     



2 3 1 5
9 0

2 2

5 1 6 5 3 3  

Bاما  C A C  به دلزل آن که قطر(CD  وترBA    :بنابراین )و کمان های ن زر آن را نصف می کند

 662 xy 

قطع کنند آنگاه  Mیکدیگر را در نقطه  CDو  ABشکل امتداد دو وتر  ق( اگر مطاب2

ˆ
A D B C

M



2

 

 

 اثبات :   

 M  نقطه تقاطع امتداد دو وترDC , AB بزرون از دایره : فرض 
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                       ˆ
A D B C

M



2

 :حکم      

 قطع کند. Eرسم می کنزم تا دایره را در نقطه CDخطی موازی با وتر  Bاز نقطه

 

' ' '
M A ورب م

A D B B A M B A A D      

ˆM A ورب م
B E D C M A B E     

 محاطی است بنابراین ABEزاویه 

/ A D A B B D
A A D


 

2 2

 

A E A D D E
A B E


 

2 2

 

 کمان های محصور بزن دو وتر موازی برابرند پسقبلا ثابت کردیم 

' ' 'A D B B A B B D   
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ˆ

B E D C B C D E

A D B C A D B C
A B E M

 

 
  

2 2

 

 را در شکل روبه رو تعززن کنزد. yو  xمقادیر  مثال:

 

 پاسخ:

ˆ ˆ7 0 1 4 0 , 4 0
2 2 2 2

4 0 8 0
2

x y x y x y x y
A D B x y M

x y
x y

   
            


     

 













3011080

140

xyx

yx

 

در خارج دایره خطی چنان رسمی کرده ایم که دایره  Mت از نقطه مفروض اس C(O,R)دایره  مسئله: 

نشان دهزد  MA = Rقطع کرده است و  Bو  Aرا در دو نقطه  3 

 

ˆمتساوی الساقزن است. پس  MAOبنابر این مثلث  OA = MA = Rطبق فرض  ˆA O M M   
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 (مرکزی) ˆA O M A C   1  

 (مرکزی) ˆB O D B D   2  

 از طرفی 

.ˆ ق ب ط

M

B D A C
M



 
  



 
      

1 2 3
2 2

 

 

 را به دست آورید.  αدر شکل مقابل اندازه زاویه  مثال : 

 

xy
xy

N

xy
xy

M











912
2

312
2

ˆ

ˆ

 

















182

601222442

62

xy

xyy

xy

 

 

 را به دست آورید.αدر شکل مقابل اندازه ی زاویه ی  مسئله:
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 اری شکل مقابل استفاده می کنزم.راه حل: از نماد گذ

 

 توجه کنزد که 

ˆ
A B C D

A M B


  31
2

 

 و 

ˆ
A B C D

A N B


  60
2

 

 بنابر این 

A B C D

A B C D

   


  

6 2

1 2 0
 

 با حل دستگاه بالا به دست می آید.

C D  29  
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 محاطی است.پس  CADزاویه ی 

ˆ
C D

C A D     
1

29
2 2

 

 زاویه بین دو مماس

 ن گاه زاویه بزن دو مماس برابر است دو مماس بر دایره رسم شود، آ Mاگر مطابق شکل از نقطه 

ˆ
A C B A D B

M



2

 

 

 قطع کند. Eرسم می کنزم تا دایره را از نقطه ی  AMخطی موازی  Bحل اول : از  اثبات: راه

 

AMبنابر قضزه خطوط موازی  B EBF 
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A E A D BF B A C B A E A C B A D B
A M B E B F A M B E B F

 
       

2 2
Eˆزاویه  AMBوصل می کنزم. در مثلث  Bبه  Aراه دوم : از نقطه ی  B A:خارجی است 

 

 
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

A C B A D B

E B A M A B M E B A M A B M A C B A D B M



        
1 1

2 2 2

 ظلی          ظلی    

 چند درجه است؟ Aدر شکل مقابل اندازه ی زاویه  مثال:

 

 اد گذاری شکل مقابل استفاده می کنزم .راه حل : از نم

 

 با توجه به مسئله ی قبل می توان نوشت: 
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M Q N M N
M B N

M Q O P P N M N


  

  


7 0
2

2

 

 همچنزن:

Q M P P Q Q M M N N P P Q
Q C P

   
   60

2 2
 

 با جمع کردن این دو تساوی به دست می آید 

M Q N P
 

2 2
130

2
 

 یعنی 

M Q N P  130  

 نوشت اکنون می توان

M Q N P
P A N

 
   

130
65

2 2
 

چند درجه است. )تمرین Aبر دایره مماس اند. اندازه زاویه  Cو  Bدر شکل اضلاع زاویه های  مثال:

 (17صفحه  3
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 
 

 
 

y z t x
y z t z

y x t
y x z

  
       

 
       

7 0 1 40
2

8 0 1 8 0 1
2

 

 

y z t x

y t y t

y x t z

    


       


    

1 40

3 0 0 2 1 50

1 60

 

y t
A A

 
    

150
75

2 2
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 یه بین مماس و امتداد یک وتر زاو

قطع کنند،  Mیکدگزر را در نقطه  Aو خط مماس بر دایره در نقطه  BCاگر مطابق شکل، امتداد وتر 

آن گاه       
B C A B

M



2

 

 

 (17صفحه  1)تمرین 

 سم کنزم.دایره ای ر Eخطی رسم می کنزم تا در نقطه ی   MCموازی  Bاثبات راه اول: از نقطه ی 

 

 بنا بر قضزه خطوط موازی 

C E A BE B B C C E B C A B
C M B E B F C M B E B F

 
       

2 2 2
 

Bزاویه  AMBوصل می کنزم. در مثلث  Bبه  Aراه دوم: از نقطه ی  A C  :خارجی است پس 
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 B C A B

B A C M B A M M B A C M B C M B C A B M



        
1 1

2 2 2
 

 طع اند.متقا Mدر نقطه  ABو امتداد وتر  Tخط مماس بر دایره در نقطه  مثال:

,فرض  ,A T c B A b T B a   و
a b c
 

1 4 5
 را تعززن کنزد. Mاندازه زاویه  

 

 داریم: cو  b , aطبق تناسب حل( 

(1         )
b a

c a





4

5
 

از طرفی:  
 

a b c a a a

a a c

         

        

1
360 4 5 360

10 360 360 180
 

T A T B c a
M

     
     

180 36 144
72

2 2 2 2
 بنا 
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 روابط طولی در دایره درس دوم :

  متقاطع یوترها  الف( 

قع کنند می خواهزم به بررسی روابط بزن  Mاز ی  دایره یکدیگر را در نقطه ی  CDو  ABدر وتر 

 اندازه ی پاره خط های حاصل می پردازیم.

 در داخل دایره یکدیگر را قطع کنند آنگاه  CD , ABاگر دو وتر : 1ه زقض

AM . MB = MC.MD 

 

 اثبات:

A  را بهD وB  را به 

 

بگیرید و یا به آیدی تماس 09120918701شماره با  جزوه این  جهت تهیه ادامه ی 

  .پیام دهید habib_hashemi@تلگرام 
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کارشناس ارشد ریاضی حبیب هاشمی کنکوری تمام مباحث ریاضی تالیف  اتجزو جهت تهیه

 دبیر رسمی آموزش وپرورش ؛هیجده سال سابقه تدریس دربرگزاری کلاس های کنکور کاربردی با

ی تلگرام بگیرید و یا به آیدتماس 09120918701با شماره  و مدرس دانشگاه تهران 4منطقه 

@habib_hashemi پیام دهید. 

 

 eshgheriazikonkour@تلگرامی کانال در هاشمی حبیب تالیف ریاضیات مباحث تمام کنکوری جزوه

 

 

 

 تدریس  خصوصی و مبحثی ریاضیات

 متوسطه  

 و

 تضمینی کنکور 

 تهران  و کرج



 
 eshgheriazikonkour 09120918701@ حبیب هاشمی

 

50 

درصد پشتکار 99درصد استعداد و 1موفق بودن در ریاضی  

 تدریس خصوصی ریاضیات

 متوسطه اول  و  متوسطه دوم 

تقویتی -کنکور  

 گروهی / انفرادی

کاملا مفهومی با جزوه اختصاصی به صورت تخصصی و  

@eshgheriazikonkour مشاهده جزوات در کانال تلگرامی   

سال سابقه تدریس 18دبیر رسمی آموزش و پرورش با   

 کارشناس ارشد ریاضی کاربردی گرایش آنالیز عددی

 مولف شش کتاب در زمینه کنکور

 نویسنده برتر استان

 معلم نمونه شهرستان و استان

ان در جشنواره الگوهای برتر تدریسنفر اول است  

 نفر اول کشور در جشنواره الگوهای برتر تدریس

09120918701شماره تماس:   
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